PCSI 2 TD 27 - Déterminants (Correction) Année 2024-2025

Calculs de déterminants

Exercice 1. Explicite. Calculer les déterminants suivants a laide d’opérations élémentaires sur les co-
lonnes.

1 2 3 10 6 0110 1 2 3 4
Di=12 4 2 Dy=13 4 15 DL 001 D23 40
3 6 —1 5 6 21 571 01 17134 00
1110 4 0 0 0

Correction.

. car la premiére matrice n’est pas inversible vu que les deux premiéres colonnes sont

colinéaires.
10 0
e (U3 <+ C3 — 6C) donne Dy = |3 4 —=3|. En développant selon la premiére ligne, il vient :
5 6 -9
Dy = —18| (vérifié avec Sarrus).

o (5 < (35— Cy puis un développement par rapport a la premiére ligne donne :

1 0 1
D3 = — } —01 (1) =1 0 en développant par rapport a la deuxiéme colonne. Ainsi, .

o En permutant C7 < Cy et Cy < C3, on tombe sur le déterminant d’une matrice triangulaire
supérieure, ou bien en développant suivant la derniére colonne a chaque fois, on obtient :

2 3 4
B B 3 4] o B T
D4_—4i 3 8—(—4)><44 of = (F4) x 4x (=42) = 4% =16 x 16 = 256. Ainsi, [ Dy = 256].

Exercice 2. Avec paramétres. Soit (a,b,c,d,e) € C°. Calculer les déterminants suivants (donner une
forme factorisée).

a0 c b e a a a a a
a a b a? (a+1)%2 (a+2)? ca c b a b b b b
Di=la b a|, Dy=|(a+1)? (a+2)* (a+3)?, Dy=1 . , o DPa=|a b c c c.
b a a (a+2)? (a+3)? (a+4)? c b e a a b c d d
a b c d e
Correction.
o En utilisant des opérations sur les lignes, on trouve la forme factorisée : | Dy = —(a — b)*(2a +b) |.

On peut, par exemple, commencer par faire Ly < Ly + Lo + Ls, factoriser par (2a + b), puis faire
apparaitre des 0 sur la premiére ligne et on obtient un déterminant triangulaire inférieur.

. . En effet, en utilisant des opérations sur les colonnes Cg <— Cs — Cy puis Cy <— Coy — (1,
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on obtient :

a’ (2a+1) (2a+3) a? (2a+1) 2
Dy = |(a+1)?2 (2a+3) (2a+5) a+1)? (2a+3) 2.
2

=
(@+2)? (2a+5) (2a+7)| " (a+2)? (2a+5)

Les opérations sur les lignes L3 <— Ls— Lo et Lo < Lo— Ly puis le développement selon la troisiéme
colonne donnent :

a? (2a+1) 2
Do=|(2a+1) 2 0/ =2 E;ZI;% ; - g;ﬁ;; 1 —4x(~2) =8
(2a + 3) 2 0
o Lopération C1 <+ C1 +Co +C3+ Cy  donne

(a+b+2c) ¢ b c 1 ¢ b ¢
_(a+b+2c) a ¢ b 1 a ¢ b
D = (a+b+2c) ¢ a ¢ —(2c+a+b)1 c a c|
(a+b+2c) b ¢ a 1 b ¢ a

En faisant les opérations Lo <— Lo — Ly ; Ly < Ly — Ly ; Ly <+ L4y — L1, puis en développant selon
la premiere colonne, il vient :

1 c b c
0 a—c ¢c—b b—c
0 0 a—> 0

0 b—c ¢c—b a—c

—¢c b—
D3 = (a+b+2c) ::m+b+%Ma—MZ_S a_z

Dot | D3 = (a+ b+ 2c)(a+b—2¢)(a—b)?|.

e On fait Ly + Ly — Lyg puis Ly < Lg — Ly puis Ly < Ly — Lo et Ly < Lo — L1, ce qui permet
d’obtenir une matrice triangulaire supérieure.

a a a a
a b—a b—a b—a
c=b c—d c—d =|alb—a)(c—b)(d—c)(c—d)]
0 d—c d—e
0 0 e—d

b

S

Il
oo oo
oo o |
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Exercice 3. Coefficients binomiaux. Soit (p,n) € (N*)2. Calculer le déterminant

L R )

1 n+1 n+1
TR L S I
1" ("0

Jj+n

)+ () =) () (3) = G)

Correction. A,,, = det ((i+1)1<‘ ~ ) On sent que l'on va appliquer la formule de Pascal :
<i,j<p

Cette observation nous incite a faire des opérations sur les lignes. Les opérations successives L; <«

L R )

. 0 @ - (M)
L; — Li—y (en remontant) pour tout i € [2,p] donnent : A, ), = |. , ]
0 (n-&-g—?) o (n;&)—g;Q)

. Puis, en

développant par rapport a la premicre colonne, on obtient la formule de récurrence : Ay, p, = Ay -1, cela

pour tout p > 2.

1 " 1
En itérant il vient : | Ay, = Apo=1|, car Apo = 1 (7%1) =11 ni 1‘ =letA;=1.

On | In

Exercice 4. Matrice par blocs. Calculer le déterminant de la matrice A = ( 710 ) € Mo (R).
—in n

Correction. Notons C4,...,Co, les colonnes de A. On effectue n permutations sur les colonnes de A

(pour tout i € [1,n], on fait C; +» Ci1yp), ce qui permet d’obtenir :

det A = (_1)71 det(C,,,H, GrL+2 e 7Cn+n7 Cl, ey C,L)
= (—1)"det B,

0, | =1y

I 0 ,
ol B := ( Lo > est une matrice diagonale de déterminant (—1)". Ainsi,|det A = (=1)*(=1)" = (—=1)** =1|.

51
Exercice 5. Imbriqué. Soit (s1,...,s,) € K. Calculer le déterminant D = 52
S1 82
Correction. On effectue successivement les opérations :
Ly« L,—Ly 1, Ly 1+ Ly1—Lp o, ..., Lo« Ly— L.

51

52

Sn
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On obtient le déterminant triangulaire suivant :

51

S9 — 81 n
D= . =151 II(Sk — Sk—1) |
: k=2

(0) Sn — Spn—1

Exercice 6. Le déterminant a,b,c. Soit n > 2. Soit (a,b,c) € R3.
On note D(a,b,c) le déterminant de taille n suivant :

(1/ C .o oee C
D(a,b,c) = b

o T e

b - b a

1. On considére la fonction f:x+— D(a+ z,b+ x,c+ x) définie sur R.
Montrer que f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1.

2. En déduire la valeur de D(a,b,c) pour b # c.

Correction.

1. Soit x € R. 87 l’on retranche la premiére colonne a chacune des aulres colonnes, on obtient :

at+x c—a -+ - Cc—a
b+xz a—0b
fl@)=1] 0
. . . cC—a
b+z 0 -+ 0 a-—b

En utilisant la linéarité par rapport @ la premiére colonne, on obtient :

4 C—a -+ -+ Cc—a T Cc—a - - Cc—a
b a—b . : x a—>b

f@)=1: o . 0 1 ] 0
: : - c—a : : .. c—a
b 0 o 0 a—0b T 0 o 0 a—b

Le premier déterminant ne dépend pas de x, notons-le .

Le deuxieme peut se réécrire, en utilisant la linéarité par rapport a la premiére colonne, sous la

Lycée Sainte-Geneviéve 4 C. Vergé



PCSI 2 TD 27 - Déterminants (Correction) Année 2024-2025

forme :
1 C_a o oe e ... C_a
1 a—->b
€T 0
: : - . c—a
1 0 o 0 a-b

1l est donc de la forme Bz ou B est un réel indépendant de x.

On en déduit que| f(z) = D(a+z,b+x,c+2z) = a+x8 ou (o, B) € R?|.

Donc,

f est bien une fonction polynomiale de degré au plus 1 ‘

2. Ainsi, | D(a,b,c) = f(0) ‘ On va donc chercher a déterminer les valeurs de o et 3 définis précé-
demment. Remarquons que

a—c O 0
b—c
f(—(’): y
0
b—c -+ b—c a—c

est un déterminant triangulaire, égal au produit des termes de la diagonale :

o) =(a—o"}

De la méme manieére,

f(=b) = (a=b)"].

1l ne reste plus qu’a résoudre le systéme suivant :

a—Lfc =(a—c)"
a—pb = (a—0b)"

On obtient, apres résolution, comme b # ¢ :

a:b(afc)”fc(afb)” ot B=
b—c

(a—c)" —(a—b)"
b—c

Cela nous donne finalement :

bla—c)" —c(a—0b)" |
b—c

D(a,b,c) = f(0) =a=
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Exercice 7. Tridiagonal. Etant donné n € N*, on désigne par D, le déterminant de la matrice n X n de
terme général m; ;j défini par : m;; = a, mji1 =c, m;i—1 = Db, les autres termes étant nuls.

1. Calculer D1, D3y, Ds.
2. Pourn > 3, exprimer D,, en fonction de D,_1 et Dy_o.
3. On suppose que a®> = 4bc. Déterminer D,, pour tout n € N*.

4. Déterminer la valeur de D, dans les cas suivants :

(a) a=5,b=1,c=6. (b) a=2cosb, b=c=1.
Correction.
0 o a c 0
1. Dy=a; Dy = =a’>—bc;D3=|b a c|=a®— 2abe.
b
0 b a
a c 0 0
b a c
2. Soitn >3. On a D, = (.) o U En développant Dy, selon la derniére colonne,
o b a ¢ 0
b a c
0 0 b
a ¢ 0 0
b
ona: D, =aD,_1—cA, ou A= 0 "o e e e By développant selon la derniére
: . . ¢ 0
0 ... 0 b a c
O ... ... ... 0 b

ligne de A, on obtient : A = bD,,_o donc

VYn >3, D,=aD,_1—bcD, o|

Ainsi, la suite (Dy)pen+ est donc récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique

2 —ar +be = 0.

3. Ici a® — 4bc = 0 donc Uégquation caractéristique a un discriminant nul, donc posséde une racine

double : 5.

3 \ . . . 2
Par théoréme, il existe (un unique) couple (v, B) € R? tel que V'gL eN* D, = (o; +4n) (%)
Les conditions initiales , D1 = (a+ B)§ = a et Dy = (a+28)% = a’ —bc = 3%, assurent que

a+ B =2eta+208 =3, ce qui donne (aprés calculs) o =1 = 3, donc

n 1 n
Vn € N¥, Dn(1+n)(;> (717;71/)@.
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4. (a) Supposons quea =5,b=1,c=6. Alors¥n >3, D, = 5D,,_1 —6D,,_o. La suite (Dy)nen+ est
donc récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique r> —5r +6 =0 = (r —2)(r — 3).
Ainsi, il existe un unique couple (v, ) € R? tel que Vn € N*, D, = a2" + (33",
Or, les conditions initiales D1 =5 = 2a+30 et Do =19 = 4a+ 95 donnent a = =2 et =3
d’ou|¥n € N*, D, = 3" — 9"t (yérif OK avec D3)
(b) Supposons que a =2 cosf, b=c=1. Alors¥n >3, D,, = 2cos0D,,_1 — D,,_o. La suite (D)
est donc récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r* — (2cosf)r +1 =0 i.e.

(r— ew)(r — efw) =0.

0

Remarquons que ¢ = ¢7 «= ¢ ¢ R «= sinf =0 <= 0 =0 [x].

Distinguons les cas.

o Si 0 =0 [r], alors on se retrouve dans le cas de la question 3 avec une racine double
e = cos = %1, et on trouve que Vn € N*, D,, = (n+1)cos™0. Plus précisément,

— si0 =0 [27], alors’VnEN*, D, =1+n|;
— si 0 = [27], alors ’Vn eN*, D,=(1+n)(-1)" ‘

o Supposons que 0 # 0 [n]. Alors U’équation caractéristique n’a pas de racine réelle mais
deuz solutions complezes conjuguées et il existe un unique couple (o, 3) € R? tel que

Vn € N*, D, = acos(nf) + Bsin(nd).

Or Dy = 2cosf = acos @+ Bsinf et Dy = 4cos®§ — 1 = acos(20) + Bsin(26). En posant
x =cosl ety =sinb, les équations se ré-écrivent :

Dy =2r=ax+ Py et Do=4x>—1=a(22®—1)+26zy,

ce qui aboutit au systeme :

(a=2)z+pBy = 0 (a=2)z+py = 0 By
{ 2(a — 2):1:2 +20ry = a—1 L2<—<L2:—>2xL1 0 = a—1 = leY
Comme y=sinf #0, on a 5 = % = Z?Ifg donc pour tout n € N*,

Dy, = cos(nf) + cos 0 sin(nh) _ sin 6 cos(nd) + cos 0 sin(nh) _ sin((n + 1)0).

sin 0 sin 6 sin 6
i 1)
Ainsi, |VYn € N*, D,, = sm((n—i—e)) = Up(cosf), ou on a pu reconnaitre Uy, le poly-
sin

nome de Tchebychev de deuxiéeme espéce.
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Exercice 8. Déterminant de Vandermonde. Soient n € N* et x1,...,x, des complexes. On note
1 .. 1 1
€1 Tn—1 Tn
2 2 2
Vn(azl, ,.’L‘n) =| T1 Tn—1 T
n—1 n—1 n—1
Ty Tpn-1 Tn
et le but de cet exercice est de calculer Vi (z1,...,Ty).

1. Preuve constructive, par récurrence.

(a) Montrer que pour tout n > 2, Vp(z1,...,2n) = Va—1(x1,. .., Tp—1) (zn, — xg).
(b) En déduire V,(x1,22,...,%,).

Correction.

(a) Le but est d’annuler la derniére colonne. Pour tout i € [2,n], on effectue l'opération sur les
lignes L; < L; — x,L;—1 en remontant, et on obtient :

1 1 1

1 R 1 1
il cee Tp—1 Tn
2 9 9 T — Tp Tp_1— Tp 0
e In-l I r1(z1 — xp) Tp—1(Tp—1 —xn) O
V,,,(l’l,...,flin) = . i i = | 4141 — 4n cee dn=1{In-1 = Ln
xn_Q ce wn—Z J;:i_z n—2 ‘ n—2
T71L71 Tzi% on—1 €y (le - xn) cee xnfl(xn—l — xn) 0
L1 o« e Ln—1 Loy

En développant par rapport a la derniére colonne, puis en factorisant selon chaque colonne,
on obtient :

1 1
X1 Tn—1
_ 2 2
Va(z1,... zn) = (=1)" 1(-1'1 —Zn) (T2 — Tn) - (Tp-1 — xp) | 11 |
SO
= (mn - ml)(mn - 132) ce (xn - xnfl)‘/nfl(xla cee 7mnfl)
n—1
‘/TL('CE17 . 7$n) = H (ajn - xk)‘/nfl(xla cee ,.22'7L,1).
k=1
N.B. : une matrice de Vandermonde de paramétres 1, ..., x, est inversible ssi les (x;)1<i<n
sont deux a deux distincts.
(b) En itérant, on trouve que
n—1 n—2 2
Va(xi, e, .. xn) = H (zy, — k) H (Tp—1 — k) o v e H(13 — ) Va(x1, x2).
k=1 k=1 k=1
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1 1 .
Or, Vo(x1,22) = o o =21 D’ow : | Vy(x1,29,. .., 2pn) = H (x; — ;) |
1 22 1<i<j<n
2. Preuve par récurrence, utilisant les polynomes.

1 1 1

I xI9 T

L. . 2 2 2

Considérons la fonction P : x — Vy(z1,...,Tp_1,2) = 1 2 e
n—1 n—1 n—1
x] Ty T

(a) Justifier que x© — P(z) est une fonction polynomiale, de degré < n — 1 et déterminer son
coefficient de degré n — 1.

(b) Montrer par récurrence surn > 2 que V,(x1,22,...,Ty) = H (xj —

Correction.

(a) En développant par rapport d la derniére colonne, on voit que x — P(x) est une fonction poly-

nomiale de degré < n—1 et le coefficient de degré n—1 est a,_1 = (—1)>"V,,_1(1,...,Tp_1) =
anfl(xla cee ,Zli’n,l).
e e 1 1 L ps
(b) e Initialisation : Vo(x1,x9) = o | T E2 T donc la formule est vérifiée.
1 T2

o Hérédité : soit n > 3 tel que la propriété au rang n — 1 est vraie.
Par hypothése de récurrence, an,_1 = H (xj — x4).
1<i<j<n—1
— Premier cas : si les x; sont deuzr d deux distincts, alors a,—1 # 0 donc P est de degré n — 1.
Or, pour tout i € [1,n — 1], P(x;) =0 (deux colonnes sont égales) donc

P a au moins n — 1 racines distinctes. Comme deg(P) = n—1 et P # 0, on a la
factorisation :

Ve eR, P(x) =apn-1(x—x1)...(x — 2p—1)
= H (xj —x)(x —x1) ... (& — 2p_1).

1<i<j<n—1

En particulier,

Va1, ... xn) = Pa,) = H (xj —xi)(Tn —x1) .. (Ty — Tp—1) = H (xj — ;) |

1<i<j<n—1

1<i<j<n

— Deuziéme : si au moins deuz x; sont égauz, alors deux colonnes de Vy(x1,...,xy,) sont
égales donc

Vi(xy,...,zp) =0= H (xj —x5) |

1<i<j<n

— Dans tous les cas, I’hérédité est démontrée.
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o Conclusion : |¥n > 2, Vy(xi,...,2,) = H (xj — ) |

1 1 1 1

. 2 P a b ¢ d
Exercice 9. Etant donnés quatre complexes a,b,c,d, calculer D = 2o 2 2

at bt ot

Preuve subtile, utilisant les polyndémes.

e Si au moins deux des coefficients a, b, c sont égaux alors au moins deux colonnes de D sont égales
donc D = 0.

e Sia,b, c sont deux o deux distincts, on introduit la fonction P: R — R
1 1 1 1
N a2 b ¢ =
a’> b ¢ 2?
at bt ot oot
P est une fonction polynomiale, qui posséde a,b et ¢ comme racines évidentes, de degré 4, de
coefficient dominant :

1 1 1
a b c|=(0b—-a)(c—a)(ic—b)=V3(a,b,c)
a? v

(déterminant de Vandermonde, non nul, car a,b, c sont distincts). Ainsi, on obtient la factorisation
dans C :

P(z) = Vs(a,b,c)(z — a)(z — b)(z — c)(z — 1),
ou r est une racine complexe a déterminer.

Remarquons que P(x) n’a pas de terme en 3, ce qui implique que la somme des racines de P est
nulle. On en déduit que a +b+c+r =0 dour = —(a+ b+ c). Finalement :

P(z) = Vs(a,b,c)(x —a)(x —b)(x —c)(x +a+ b+ c).

Le déterminant cherché est D = P(d) = V3(a,b,c)(d —a)(d —b)(d —¢)(d+ a + b+ ¢), donc

(D=(d—c)(d—b)(d—a)(c—b)(c—a)b—a)(d+a+b+c)]

Preuve maline, se ramenant 4 un déterminant de Vandermonde, a 1’aide d’un déterminant
augmenté.

On suppose encore que a,b,c et d sont deuz a deuz distincts (sinon, D = 0). On introduit

1 1 1 1 1
a b ¢ d =
Q:x—|a®> vV & d* 2?
ad v oE B3 23
at bvr &t odt 2t
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Q est une fonction polynomiale. Son coefficient devant z* est Vi(a,b,c,d) # 0 donc deg(Q) = 4. De
plus, QQ admet a,b,c,d comme racines évidentes distinctes donc on a la factorisation

Ve e R, Q(z) = Vi(a,b,c,d)(x —a)(z —b)(x — c)(x — d).

Le coefficient devant 23 vaut —D et il vaut aussi —(a+b+c+d)Vi(a,b,c,d) (via les relations coefficients-
racines). Par unicité des coefficients d’un polynome, on en déduit que

D= (a+b+c+d)Vi(a,b,c,d)
=(a+b+c+d)(d—a)(d—>b)(d—c)(c—a)(c—0b)(b—a).
Preuve bourrine, en faisant des opérations élémentaires.

Les opérations Co < Cy—C1, C5 < C3—C et Cy < Cy—C1, et la factorisation par (b—a)(c—a)(d—a)
donnent :

1 0 0 0

a 1 1 1

a? b+a c+a d+a

at (b+a)(B*+a?) (c+a)(P+a?) (d+a)(d®+a?)

Puis, les opérations Cs < C3 — Co, Cy < Cy — Cy et la factorisation par (¢ — b)(d — b) donnent :

1 0 0
D:(b—a)(c—a)(d—a)(c_b)(d_b) ‘ bj.a (1)

o2
at (b+a)(b® + a?)

ote=a’+alc+b)+c+cb+b* et f=a’+a(d+b)+d>+db+b? donc f—e= (d—c)(a+b+c+d).
Enfin Uopération Cy <+ Cy — Cs, donne :

1 0 0 0
D=(-ac-ad-ac-nd-v|s L] ; ,
a* (b+a)b®+a?®) e (d—c)(a+b+c+d)

qui est un déterminant triangulaire inférieur. Finalement,

D=(b-a)(c—a)d—a)(c—b)(d—b)(d—c)(a+b+ctd))]
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Exercice 10. Déterminants circulants. Soient ai,...,a, des complezes et 61, ...,0, les racines n'®™me
de l'unité. On note
o a a 1 | |
. af o O 6 ... O,
G | w .- | @ G o
as as ... ai 0711—1 9;1,—1 . . 077’:—1
1. Calculer det(C3). Indication : On pourra commencer par calculer det(C3€23).
2. Calculer det(Cy).
Correction.
1. On remarque que det(Q3) = V3(1, 5, j2).
a b c 1 1 1 a+b+c a+bj + cj? a+bj%+cj
C3Q3 = |c a b||1 7 72| = |a+b+rc jlat+bi+ci®) j2a+bj%+cj) |, done, en
b oc a)\1 j° j a+b+c j*a+bj+ci?)  jla+bj®+cj)
utilisant la linéarité du déterminant par rapport a chaque colonne, on a
1 1 1
det(C5Q3) = (a+b+c)(a+bj +cj?)(a+bj?+cj)|l § 32
1 g

donc det(Cs) det(Q3) = (a+b+c)(a+bj+cj?)(a+bj?+cj) det(Q3). Comme det(Q3) # 0 (il s’agit
d’un déterminant de Vandermonde avec les 3 racines troisiéme de 'unité qui sont 2 a 2 distinctes),
on a alors :

det(C3) = (a+ b+ c)(a+bj + cj®)(a+ bj* + ¢j) |

2. On remarque que det(Qy) = Vy(1,—1,4, —1).

a b ¢ d 1 1 1 1

d a b c 1 -1 ¢ —i

Cla=1 0 o nl|l1 1 -1 =1

b ¢ d a 1 -1 —i 1
a+b+c+d a—b+c—d a+ib—c—1id a—1ib—c+1id
_la+b+c+d —(a—b+c—d) ila+ib—c—id) —i(a—ib—c+id)
|la+b+c+d a-b+c—d —(a+ib—c—id) —(a—ib—c+id)

a+b+c+d —(a—b+c—d) —ila+ib—c—id) i(a—1ib—c+id)

donc
det(Cy)det(Qy) = (a+b+c+d)(a—b+c—d)(a+ib—c—id)(a—ib—c+id)det().
Comme det(Q4) # 0 (vu que les racines 4e de l'unité sont 2 a 2 distinctes), on a alors :

det(Cy) = (a+b+c+d)(a—b+c—d)(a+ib—c—id)(a—ib—c+id)]
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Exercice 11. Matrices semblables. Soient A et B deux matrices de #y,(R). On suppose qu’il existe
P € GL,(C) telles que A= P~'BP. On décompose P = R+1iS avec R et S dans #,(R).

1. Montrer que pour tout x € R, (R+ xS)A = B(R+ xS).

2. En déduire qu’il existe Q € GL,(R) tel que A = Q™' BQ.

Correction.

1. Par hypothéses : PA = BP donc (R+iS)A = B(R+1iS) d’ou RA+iSA = BR+ iBS.
Par unicité de lécriture d’un complexe sous forme algébrique (appliquée a chaque coefficient des
matrices), on obtient

RA=BR e SA=DBS.
Ainsi|¥z € R, (R+28)A= RA+2SA=BR+xBS = B(R+15)|

2. Considérons f: C — C . Montrons que f n’est pas nulle sur R.
r +— det(R+xS)
Supposons par l'absurde que f soit nulle sur R. Alors f serait une fonction polynomiale ayant une
infinité de zéros donc f serait nulle sur C.
Or, on sait que P € GL,(C) et P = R+ 1S, ce qui assure que f(i) = det P # 0 : contradiction.
Ainsi, on peut trouver xg € R tel que f(xo) = 0. En posant ’ Q := R+ x0S|, on en déduit que Q €

GL,(R) et d’aprés la question 1., on a QA = BQ donc |A = Q 'BQ|.

Déterminant d’une famille de vecteurs et d’une application linéaire

Exercice 12. Déterminant d’une famille de vecteurs. Soient x € R, u = (z,3,3), v = (2,z,0)
et w = (1,0,x). Trouver une condition nécessaire et suffisante sur x pour que la famille (u,v,w) soit
libre.

Correction.

En développant par rapport a la troisiéme colonne :

1
0| = —3z+z(2®—6) =2 -9z =z(x - 3)(z + 3).
"

o8 N

x
detp.c. (u,v,w) = |3
3

Ainsi,

(u,v,w) est libre ssi dety . (u,v,w) #0 ssixz € R\ {-3,0,3} ‘
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Exercice 13. Joli! Soient zg, 21, ..., 2, des complezes deuz d deux distincts. Montrer que la famille
Fi=((X—20)", (X —2z1)" ..., (X —2z)")
est une base de Cp[X].

Correction. C,[X] est un C-espace vectoriel de dimension n+ 1 et la famille F est constituée de n+ 1
vecteurs de C,[X]. On a :

. =~ (n —k yk
Vie0,n], (X —z)"= Z <k>(zj)" X",
k=0
Le déterminant de la famille (X — zj)")o<j<n dans la base canonique (1, X,X?,...,X") est donc :

(0)(=20)"  (G)(==0)™ .. (@) (=z)" (=z0)"  (=2)" ... (=z)"
(D (=z0)" " (D(=z)"" o (D(=z)"! (n) (n)(n) (=z0)" ' (—z)" .. (—Zn)"*l.

- 0 1 n
() 1 1 1

n

On reconnait, a l'ordre prés des lignes, un déterminant de Vandermonde, déterminant qui est non nul,
puisque les z; sont supposés distincts. La famille des n + 1 polynémes est donc une base de C,[X].

Exercice 14. Déterminant d’une application linéaire.

1. Calculer le déterminant de Uapplication linéaire f: R3[X] — Rg[X]
P = XP(X+2)+P(1)(X3-1).

2. f est-elle bijective ?

Correction.

1. Soit = (1,X,X2 X3) la base canonique de R3[X].

f(1)=X3-1; -1 -1 -1 -1
f(X):X3+X—1 B e |01 412
FX2) = X3 tox?rax —1,  def)=detMata(H) =1, o 5 )
f(X3) =4X3 +12X2 + 12X — 1. 1 1 1 4

-1 -1 -1 -1

o 1 4 12 . , . p . .
0 0 9 1o| qu est le déterminant d’une matrice trian-

0O 0 0 3

Ly < Ly + Ly donne : det(f) =

gulaire. Ainst, |det(f) = —6|.

2. ’det(f) # 0 donc f est bijective‘.

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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Exercice 15. Déterminant de projecteurs et symétries.

1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien € N* et F' et G deux sous-espaces supplémentaires
de E.

(a) Soit s la symétrie par rapport a F' parallélement a G. Calculer le déterminant de s. En déduire
les valeurs possibles pour det(s).

(b) Soit 7 le projecteur sur F parallélement ¢ G. Calculer le déterminant de w. En déduire les
valeurs possibles pour det(r).

2. Calculer le déterminant de Uapplication ¢ : Mn(K) — #,(K) .
M = M

Correction.

1. F et G sont donc de dimension finie. Notons p := dim(F') € N, alors dim(G) =n —p € N, et

considérons (e1,...,ep) une base de F et (epi1,...,en) une base de G (éventuellement vides si F
ou G est {0g}). Alors la famille B := (e1,...,ey) est une base de E, adaptée a la décomposition
E=Fad.

(a) Dans le cas d’une symétrie, on a : F = Ker(s — Idg) et G = Ker(s + Idg). La matrice de s
dans la base B est alors une matrice diagonale, avec sur la diagonale p « 1 » et (n—p) « —1

» et on a alors :|dets = (=1)"7P = (=1)4mE | et [det s € {£1}|.

Autre méthode. Comme s est une symétrie, elle vérifie s> = Idg. En appliquant le déter-
minant, qui est multiplicatif et vaut 1 sur Idg, on obtient : (dets)? =1 d’ot det s = +1.

(b) Dans le cas d’un projecteur, on a : F' = Ker(m — Idg) et G = Ker(w). La matrice de m dans
cette base est alors une matrice diagonale, avec sur la diagonale p « 1 » et (n—p) « 0 » et
on a alors : ’detw =0""P= OdimG‘ et ’ det(m) € {0,1} ‘

Autre méthode. Comme 7 est un projecteur, il vérifie > = w. En appliquant le déterminant,

qui est multiplicatif, on obtient : (det 7)? = det 7 d’on det 7 € {0, 1}.
Remarque : detm =1 <«<= dimG=0<«= F = F < 7 = Ildg.

2. Rappelons que 7, (K) & o, (K) = 4, (K) et que ¢ est la symétrie par rapport a .,(K), paralléle-
ment a <, (K). D’aprés la question 1., on en déduit que :

n(n—1)
2

det(p) = (—1)dimn®) _ (_

Exercice 16. Un classique. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*. Soit (u,v) € L(E)? tel
que uov+vou=_0,u est injectif et v surjectif. Montrer que n est pair.

Correction. Par hypothése uwov = —vowu donc
det(u) det(v) = det(uowv) = det(—vou) = (—1)"det(vou) = (—1)" det(v) det(u).

Ainsi,
det(u) det(v)(1 — (—1)") = 0.

Or, detu # 0 et detv # 0 car u et v sont bijectifs vu que ce sont des endomorphismes en dimension
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finie et que dans ce cas, injectif équivaut a surjectif équivaut a bijectif.

Ainsi, 1 — (=1)" = 0 puis (~=1)" =1 d’oi[n est pair].

Le déterminant comme outil de caractérisation

Exercice 17. Matrices antisymétriques inversibles.
1. Soit p € N*. Déterminer oop1(R) N GLopt1(R).
2. Etudier o/5(R) N GLy(R).

Correction.

1. Soit A € @p(R) donc AT = —A. Or, d’apres le cours, det(A) = det(AT). Pour une matrice
antisymétrique, on déduit que det(A) = det(—A) = (—1)"det(A). Donc

det(A)(1 — (=1)") = 0.

Si n est impair, il vient : 2det(A) = 0, puis ’ det(A) =0 d’ou A n’est pas inversible‘.

Dans Mop1(R), les matrices antisymétriques ne sont pas inversibles|i.e.| @, 1(R) N GLop1(R) = @ |.

2. e Notons A= <(1) 701 € A (R) N GLy(R). On a @A (R) = Vect (A).
Par contre, 03 € o/5(R) mais 02 ¢ GLa2(R).
On en déduit que dans <A (R), il existe des matrices inversibles et d’autres non. Seule la
matrice nulle est non inversible, et oH(R)NGL2(R) = {aA, a € R*} = { (2 —Oa> , a€ R*}.
A | 0g

o pour 4(R), la matrice C =
02 | 02

> est de rang 2 donc non inversible, non nulle, et

antisymétrique.

Ainsi, dans 2/,(R), il existe des matrices inversibles et d’autres non.‘
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1 -1 1
Exercice 18. Une diagonalisation. On considére la matrice A=1-1 1 -1
1 -1 1

1. Déterminer ’ensemble des réels A € R tels que A — A3 ne soit pas inversible.
2. Soit A € R. Résoudre I’équation d’inconnue X € R3 donnée par (A — \3)X = 0.

3. En déduire que la matrice A est semblable a une matrice diagonale.

Correction.
1. Soit A € R. On sait que :
A — A3 ¢ GL,(R) < det(A — AI3) = 0.
Or,

1-Xx -1 1 1-Xx -1 1 1-x -1 2
det(A— M) =| -1 1-X —1|=|—-1 1—-X —1|=[-1 1-X A—=2[=2A
1 -1 1-2x 0 —A —A 0 —XA 0

= A1 =NA=2)+2] = A=A +3)\) = A%(3-)),

1—A 2
-1 AX-=2

en faisant Lz < Ls + Lo, puis C5 <— C5 — Cy, puis en développant selon la dernicre ligne.
Ainsi,

(A= ¢ GL3(R) & (A =0 ou A = 3)|

2. o SiAeR\A{0,3} alors A— A3 € GL3(K) donc l’équation (A — AI3)X =0 admet une unique

0
solution : Ogs. Ainsi, | Ker(A — \I3) = 0
0

x
o SiA=0alors(A—X3) |y| =0<=2x—y+2=0<=y=u+2.

z
1 0
Ainsi, | Ker(A) (z,y) € R? } = Vect 11,11
0 1
—2x—y+z =0 —2x—y+z =0
o SiA=3 alors (A — \3) —x—2y—z =0 <& —rx—-2y—2z =0 <&
r—1y—2z =0 —3y — 3z =0
r = — . 1
{z B z Ainsi, |[Ker(A—3I3) =< | —z | ,c € Ry = Vect | [ -1
-7 x 1

3. e Notons vy := (1,1,0), vg := (0,1,1) et vg := (1,—1,1) et f ’endomorphisme de R3 canoni-
quement associé a A. Dés lors, d’aprés la question 2., f(v1) =0, f(v2) =0 et f(vs) = 3vs.
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e De plus, B = (v1,v2,v3) est une base de R (elle est libre mazimale - car son déterminant
vaut 3 # 0 et .

=: D donc ’A est semblable a la matrice diagonale D |.

0
o Alors Matgz(f) =10 0
0

w o O

Exercice 19. Densité des matrices inversibles. Soit A € ., (C). Montrer :
Jda>0, VeeR, 0<l|el<a, A+cel, estinversible.

Indication : on pourra considérer la fonction x — det(A + xIy,).

Correction. Soit la fonction P: C — C .

x — det(A+xly)
En développant successivement par rapport auz lignes, on observe P est un polynome unitaire et de degré
n, donc non nul, donc il ne posséde donc qu’un nombre fini de racines dans C, et dans R.
En particulier, il existe un voisinage de 0 privé de 0 sur lequel P ne s’annule pas, donc il existe a > 0
tel que P ne s’annule pas en x, pour x non nul tel que |x| < a. La caractérisation de l'inversibilité des
matrices en fonction de la non-nullité des déterminants donne le résultat.

Exercice 20. Résolution d’un systéme de Cramer.

On rappelle qu’un systéme de Cramer est un systéme carré (qui posséde autant d’équations que
d’inconnues) et une unique solution (i.e. dont le déterminant est non nul).

Soit A = (aij)1<ij<n € GLp(K).

1,121 + -+ a1 Ty = by

1. Montrer que le systéeme linéaire  (S) : admet une unique solution
Ap121 + -+ AppTn = by,
(z1,...,zy) donnée par :
det(A))
Viel =T
J [[ 7”]]a l’] det(A) )
ou Aj est la matrice déduite de A en remplacant la j¢ colonne par le second membre du systeme
linéaire.

2. Application. Vérifier cette formule dans le cadre d’un systéme 2 X 2 avec second membre, possédant
une unique solution.

Correction.
1. o (S) < AX = B & X = A'B car A est inversible vu que det(A) # 0. Le systéme admet
donc une unique solution donc il est de Cramer.

o Méthode 1. De plus, (S) & x1Cy + ...2,C,, = B ot C; sont les vecteurs colonnes de la
matrice A.
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Par définition, det(A) = dety . (C1,...,Cy) donc pour j € [1,n],

T4 det(A) — detb_c.(Ch NN Cj—h IjCj7 Cj+1, RPN Cn)

=dety. (C1,...,Cj—1,B — Z 2,Ck, Cjt1,...,Cp) en remplacant
k=1k#j

=detp (C1,...,Cj1,B,Cjq1,...,Cp) par antisymétrie du déterminant
== det(Aj).

Méthode 2. En écrivant les matrices grace d leurs colonnes, on a Aj = (C1...Cj_1BCjt1...Cy)
et en faisant du calcul matriciel par colonne, sachant que Yk # j, A'C), = A lcolp(A) =
col,(A=YA) = coly,(I,) = e, et A='B = X ), on obtient

A_lAj =S (61 . .Ej_1X€j+1 N .En).

En passant au déterminant et en développant celui de droite par rapport a la j-éme ligne, il
vient

det Aj o
det A

det(A™1A;) = x; d’on, par multiplicativité du déterminant, xj |

2. Soit
ar +by =e _[a b
(S){cx+dy:f et A—(C d>'
Par hypothése, (S) a une unique solution donc (S) est de Cramer donc A est inversible et det(A) =
ad — be # 0.

e On vient de montrer que :

e b a e
fd de —bf c f af —ce
T = = et Y= = .
det(A)  ad—bc det(A)  ad—bc

o On savait déja que :

o)

Ainsi,

la formule est bien vérifiée pour n = 2 ‘
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