PCSI 2 TD 25 - Séries numériques (Correction) Année 2024-2025

o Définition de I'expo par les séries : nouveau programme de SUP

e TSSA et régle de d’Alembert : au programme de SPE

Nature de séries - terme général « concret »

Exercice 1. Nature de séries. Etudier la nature des séries dont les termes généraux sont :

1\" 1
1oy, =) 6. un:(1——) 10. u, =
n n n+ (=1)"v/n
n+1
2 Up = 7 In(n) 11, uy =e V1
7. Uy = :
n
1 —_
3. uy = sin (—2> 12, uy = YLV
n g o n
4o Up = ——5— 13. up = 1In | cos —
ncos?(n) n
1
5 up=In(l+e") 9. up = nn 14. uy = (n—}-l)l/"—nl/”.
Correction.

1. lim w, =10 donc Zun diverge grossierement|.
n—-+00

o n+1 1 . .
2. Par équivalence des SATP : ——— ~ —. Or Z — est une série de Riemann converge donc par
n3+7 n? n?

comparaison des SATP, Zun converge |.

3. Attention au signe du sinus!

1 1
Premiére méthode : |u,| < —5, ¢t Z —5 est une série de Riemann convergente donc par compa-
n n

raison des SATP, g |un| converge i.e. E Uy, est absolument convergente donc E Uy, converge|.

1 1
Deuxiéme méthode : u, ~ —; (donc u, >0 APCR) et comme Z — est une série de Riemann
n n

converge, on sait, par comparaison des SATP, que E Uy converge |.

4. Remarquons que cos(n) # 0 car n & {g + km, k€ Z}. Ainsi la série Z Uy est définie da partir
n>1
du rang 1. Pourn > 1, on a :

1
0<cos’(n) <1 donc0<ncos’(n)<n puisu, >— >0.
n

1
Or, E — est une série de Riemann divergente donc par comparaison des SATP, E Uy diverge|.
n
n>1 n>1
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.

10.

11.

1 n
Par équivalence des STAP, on a :In(14+e™") ~e " = () . Or,
e

1‘<1d S(5) e
— onc — est une
€ (&

série géométrique convergente, puis par comparaison des SATP, g Uy, converge|.

1 n
lim (1 — ) =e 1 £0 done Zun diverge grossiérement|.

n—-+oo n
Inn 1 1 o )

n3/2un = — =0 doncu, =o0 7 ) Or Z 5 est une série de Riemann convergente donc
vn n n

par comparaison des SATP, Zun converge|.

. 1
Par croissance comparée, on montre que u, = 0 (2 . De plus, la SATP —; converge, donc la
n n

série E Uy, est absolument convergente donc convergente.

. Unp, n . , 3\" 3\"
Sinon : W = — — 0 (par croissance comparée) donc u, = o 1 . Or, Z 1 est

une série géométrique convergente donc par comparaison des SATP, g Uy, converge|.

1
>

Vz €]0, 400, Inz < x—1 < x donc Vn > 2 >
Inn

1
> 0. Or, Z — diverge donc par comparaison
n

S|

1
des SATP, Z n diverge aussi|.

nn

Ona:n+(=1)"vn ~e ™ La conservation du signe dans les équivalents permet d’en déduire
n—s—+oo0

1
+(=1)"v/n >0 APCR donc \/n + (— fdou Uy, ~ Or, Z— est une série
/ nl/2

n>1

de Riemann divergente donc par comparaison des SATP, Zun diverge |.

_nZ 1 1 1 .
Par croissance comparée : n*u, = n’e — 0. Donc u, = o ( 5 ) Or, Z — est une série
n

2
n>1

de Riemann convergente donc par comparaison des SATP, E U, converge |.

Autre méthode. On conjecture que u, ~ e~ " et on le montre "a la main". On a :

/1L
Up, e n? —n( 1—%—1)
—_— —_— = " .

1 -1 / 1 1 / 1
Or, 1_E lwﬁdonc— ( 1—712—1>~2n%0.D0nc—n( 1—n2—1>—>0€t

L . Up Lo —
par continuité de lexponentielle en 0, —- — 1, ce qui signifie |, ~e "
o
Comme E e " est une série convergente (géométrique de raison e ! avec \6_1\ < 1), on sait par

théoreme de comparaison des SATP que la série Zun est convergente.

Lycée Sainte-Geneviéve 2 C. Vergé
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1
1
; <up < —rs 5n3/2
On peut alors voir que 0 < u,, < on3/2 o2n3/2

est une série de Riemann convergente, on conclut dans tous les cas que,

12. En multipliant par la quantité conjuguée, il vient : u, =

ou bien que u, ~

Comme la série E

n>1

E Uy, converge |.

n3/2

1
13. cosx — 17 donc APCR u,, = In (cos > < 0 et on peut utiliser les théorémes de comparaison.
z—0 n

Plus précisément :
1 1 1 1

1 1

On voit aussi ici que u, = O (2> et on sait que Z — est une SATP convergente donc Zun est
n n

ACYV donc convergente.

1 1
Ainsi, —uy ~ o2 Or, E —5 est une série de Riemann convergente donc par comparaison des
n n

SATP, > (—uy) converge d’ot Zun converge|.

1. up = (n+1)1/n_n1/n _ 6%ln(n+l)_€%lnn _ e%lnn (e%(ln(n+l)71n(n)) - 1) _ e%lnn (eiln(lJr%) - 1)

1 1 1
Or, —In <1 + ) ~— donc tend vers 0 et e — 1 ~ x donc
n n n 0

1 1 1 1
Un, :eﬁlnn (enln(1+n) —1) ~ .
N—— n

~1
~a ()~ e

1 . . .
Or, g —5 est une série de Riemann convergente donc par comparaison des SATP, E Uy, converge |.
n

Exercice 2. Trés détaillé. On pose u, = e ™" avec o € R.

1. Soit a < 0. Montrer que la série Z Uy, est divergente.

1
2. Soit o > 0. Montrer que u, = o (—2> et en déduire la nature de Zun
n

Correction.

1. La série de terme général u, = e diverge pour a < 0 puisque son TG ne tend pas vers 0.

2. Soit o > 0. Par croissances comparées :

.Y
n?u, = (nM)¥* e —— 0,
n—-+o00
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Lo 1
ce qui signifie que u, =o | — | -
n

Comme 2 > 1, on en déduit que Zun converge absolument|.

Conclusion : on vient de prouver que

ZunCV ~— a>0|

Exercice 3 (Annales khass I1.11). Nature de série. Déterminer la nature, selon les réels positifs a et
b, de la série de terme général :

Up = VYn3 +an — vV/n2 +b.

Correction. Pourn € N :

o \1/3 b 1/2
un:\?’/n3+cm—\/n2+b:(n3+an)1/3—(n2+b)1/2:n<1+2> —n(l—i—) ;
n

que l’on va développer a l’ordre 2.

a 1 b 1
un—n[1+3n2+(’)(n3ﬂ _n[1+2n2+0<n3ﬂ
2a — 3b 1
fr— O —_
6n - <n2>

2a — 3b (1)
= —+o0 .
6n n

2a — 3b

o Si2a—3b+#0, alors u, ~

, qui est de signe fize. Donc la série g Uy est de méme nature

que la série harmonique E —, donc divergente.
n

) 1 ) . . . .
e Si2a—3b=0, alors u, = O — |. Attention, il n’est pas clair que u, soit de signe fize! Par
n
. 1 1 . .
contre, on a aussi u, = O(— | et E — est une série de Riemann absolument convergente,
n n

donc (d’aprés les derniers théorémes du cours) la série E Uy, est absolument convergente, donc en

particulier, g Un cOnverge|.

Ainsi,

2a
Z Uy converge si et seulement st 2a — 3b = 0 si et seulement si b = 3|
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Exercice 4. Nature de séries. Etudier la nature de la série de terme général u, ou :
1. up =1/n sin est un carré, et 0 sinon.

2. u, = arctan(n + a) — arctan(n), avec a > 0.

Correction.

v A
1. Pour tout entier naturel N, on a : Sy = Z Uy = Z ok La suite (Sy)nen+ est donc croissante,
n=1 k=1

et majorée par la somme de la série convergente E —5 . On en déduit que la série E U, est convergente|.
n

2. Soit n € N. La fonction arctan € €' ([n,a + n],R) donc d’aprés 1égalité des accroissements finis,

. Par décroissance de la fonction x —

on a lexistence de ¢ €|n,a + n[ tel que u, = T

+c 1+ a2’
<4 En particulier, on a
on au, < ——. )
1+ n?

a
VW/GN*, Oéunéi

n2’

a Ve . . 7 \ .
Or, E — est une série de Riemann convergente, donc par théoréme de comparaison des SATP,
n

on déduit que la série E Uy est convergente|.

Exercice 5. Télescopie. Soit a > 0 et soit (up)nen la suite définie par up = a et pour tout n € N,

Upt1 = Upe .

1. Montrer que la suite (uy)pnen converge vers 0.

2. Déterminer la nature de la série E Up,-

- ood8 F5ene2iandh O¥lopd*) esnd ol wn toreng vrusog 01O

Correction.
1. Montrons que la suite (un)pen converge vers 0.

o La suite (up)nen est décroissante.
En effet, on montre par récurrence immédiate que Yn, u, > 0.

Un+1 _
Donc Vn, —H = ¢t < 1.
Unp
Donc Vn, upt1 < Upy.

o La suite (up)nen est minorée par 0.

Par théoréeme de la limite monotone ’ la suite (up)nen converge|.

Notons £ sa limite.
En passant a la limite dans Uégalité ¥Yn € N, u,11 = upe

“Un on obtient

(= re " d’ou (1—e b =0 d’ot l=0o0ul=0 donc (=0]|
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2. Etudions la nature de la série Zun
Ona VYn €N, upp1 = upe " et la suite (up)nen est a termes > 0, on peut donc prendre le log
népérien.
D’ou
VneN, In(upt1) =In(uy) — up,
ou encore
VneN, wu, = In(u,) — In(ups1).
Ainsi, étudier la série Zun revient a étudier la série télescopique Z (In(up) — In(upt1)), qui a

méme nature (d’aprés le cours) que la SUITE (Inuy), .

Comme u,, — 0, on aInu, — —oo, donc la suite (ln U”)neN diverge, donc|la série Zun diverge|.

Exercice 6. Retour aux sommes partielles.

(-1

1. Déterminer la nature de la série Z

15]
n>2 2
... 28 g0 ¢ Sarasnistnyost Yitplisolng 9 95132 n) obh esllsiitog essswoe 29) wissuitgrs 1O
% sim est un carré
2. Déterminer la nature de la série Z Uy OU Up = 1 ]
nZ sinon.
Correction.
1
1. OTLCLSQ:l, 53:0, 8425..,
Pour N € N*, on a
IN+1 (—1)
Songr= ]
n=0 2
N A o Ve
o {@J + Z L2p+]J
p=0 2 p=0 2
N1
-3 (242
p—=0 p p
= ()7
_1)2N+2 1
et Sonyo = SoNnt1+ s =0+ —— 0
- A=Y N +1 Notoo

Les deux suites extraites (Son)nen+ et (San41)nNen+ convergent toutes les deux vers 0, donc par

théoréme la suite (Sy)n>2 tend vers 0, donc la série E uy, converge et sa somme est nulle|.

N
2. Soit N € N*. Notons Sy = Zun la somme partielle d’indice N de la série Zun Calculons

n=1

Lycée Sainte-Geneviéve 6 C. Vergé
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N2
la somme partielle Sy2 = Z Uy,. Notons C' l'ensemble des carrés dans [1,N?] : il s’agit de C =
n=1 e
{k* | k € [1,N]}, et calculons la somme partielle Sy2 = Z Up. Par définition de (u,), on a
n=1
1 1
Swe=2 mt2
ngC neC
N2
1 1 1
ol DR Dl R D
n=1 neC n neC n
N2 N N
1 1 1
=2 Gt
v L

On reconnait la somme de trois suites convergentes.

Par opérations,

n

1
et Qn = Z@

k=1

n

1

En effet, en notant C,, = Z 72
k=1

(les sommes partielles des séries de Riemann

1 1
convergentes Z — et Z — respectivement), on a
n n

Sn2 =Cn2 — QN + Ch.

Par théoréme, la suite extraite (Cn2)nen+ est encore convergente.

la suite (Sn2)Nen est convergente‘.

De plus, puisque Z Uy, est une SATP, on sait que la suite des sommes partielles (Sy,) est croissante.

De plus, ¥n € N*, n < n?, donc S,, < S,2. Puisque la suite (S,2) converge, elle est majorée, donc
par transitivité, la suite (Sy,) est également majorée. Etant de plus croissante, elle converge d’aprés

le TLM.
Finalement, on en déduit que

E Un CONverge|.

Lycée Sainte-Geneviéve
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4 . .
—=  sin est multiple de 5
Exercice 7. Terme général défini par morceaux. Pour tout n € N*, on pose u,, = { " ) b
- sinon.
5n
1. Déterminer ngmoo Z U -
k=1
+o0o
2. En déduire que Zuk converge et déterminer Z U«
k=1
Correction. Notons S,, = Z U .
k=1
1. Pour tout n € N* :
S_"1<1 L SR 4)
= 2 51 T5k+2  5k+3  Sk+d  Bhib
_”1<1+1+1+1+1>”Zl5
& \5k+1 5k+2  5k+3 Sk+4 Sk+5) = 5k+5
5n 1 i 1
-k Sk
B 5n 1
k=n+1 k
e
ot k
1 4n
L Z @
k=1 n
Ce dernier terme est du type
4 an 1 4 m
I4n:47k211+74k ot l'on a posé —Eg %

, continue sur [0,4]. Donc :

La suite (I,)men+ est une somme de Riemann de la fonction t —

4
dt = Inb.

I m

m—+oo  Jo 1

Par extraction, on a 14y, —— Inb c’est-a-dire
m—+00

5n

Zuk —— Inb|

el n——+o0o

C. Vergé
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2. Comme 1121 up, = 0, on en déduit que Ssp41 = S5 + Usnr1 a aussi pour limite In5.
p—r—+00

De la méme maniére, on montre que :

lim S = lim S = lim S =1Inb.
n—-+00 Sn+2 n—-+0o Sn+3 n—-+00 Sn+4

On peut alors facilement montrer que la suite (Sp)n>1 converge vers In5 (analogue a un théoréme
du cours) et donc que

+00
Zuk =1Inb|
k=1

Exercice 8. Ca se corse. Ftudier la nature de la série de terme général :

1 1 n®
Loup =nm —(n+1)n 2 t (tan T —sh™ = ! ]
n an - —sh-— 3. Uy = cos — (ot o € R).

. Up

Correction.

.. 1 1 1 1\ =
1. On peut écrire up, =nn —(n+1)n =nn |1 — (1—1—)
n

1 1 1 1 1 1
Comme In (1+ ) ~ —,ona—In <1+ ) =— —|—0<2>.
n n n n n n
1

Donc . .
1
w =¥ |5 +0(3)].
. 1 1 1 .
Puisque n» = exp(ﬁ Inn) m 1, on a|u, ~ g d’ot | la convergence (absolue) de Zun .

2. Les fonctions tan et sh étant de classe €°°, au voisinage de 0, elles admettent un DLs3(0) que l'on
peut écrire, par imparité, tanx = x + O(z%) et shx = z + O(z?).
Ainst,
tanz —she = O(z%),

\

d’ot
1 1 _ 1
tan -~ —sh: = O(=).

) 1 1
_ . 3/2 _
Up = N x(’)(n3) O<n3/2) .
1

. . . 3 .
La série E 375 converge absolument (série de Riemann avec o = 3 > 1), donc par comparaison,
n

Puis, en multipliant par ns :

la série E uy, converge absolument|.

Lycée Sainte-Geneviéve 9 C. Vergé
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noa72

2

1 1
3. On a u, = exp(v,) avec v, =n® In (cos ) ~n® (cos — - 1) ~ —
n n

e Cas o < 2. Alors v, ne tend pas vers —oo et donc u, ne tend pas vers 0, donc la série

E uy, diverge grossierement|.

1
o Cas a > 2. Montrons que u, = o(—;).
)

Autrement dit, montrons que n’*u, = exp(v, + 2Inn) —— 0.
n—-+00

na—?

Comme vy, ~ —

et > 2, on a v, - —o0 et lnn = o(v,) par croissances comparées.

Donc v, +2Inn = v, + o(vy) ~ v, —> —00.
n—-4o00

Donc exp(v, +2Inn) —— 0.
n——+00

1
On a montré que |u, = o(—) |.
n

. 1 .
La série E — converge absolument, donc par théoreme | la série E uy, converge absolument|.
n

Bilan :|la série E Uy converge si et seulement si o > 2|.

Exercice 9. Série absolument convergente. Montrer que la série de terme général sin((2 + /3)"n)
est absolument convergente.

Indication : on pourra commencer par étudier la série Z sin((2 — V3)").
n>0

Correction.
e V3>1,73 donc0<2—-V3<1et(2—V3)"—0.
Comme sin(x) YT, ona: sin((2 — V3)"7) ~ (2 —V3)" .

t.g. d’une série géomélrique convergente

De plus, 0 < (2 —V/3)"n <« donc sin((2 — V3)"1) > 0.

Ainsi par comparaison des SATP, la série Z sin((2 — V/3)"w) converge|.
n>0

o Soit n € N. Faisons le lien entre (2 — v/3)" et (2 +V/3)". On peut écrire :
(2+V3)" =a, +V3b, et (2—V3)"=a,— V3b,, avec (an,b,) € N
En sommant, on obtient
(2 +V3)"w 4 (2 = V3)"w = 2a,7 € 277
done sin((2 + V3)"1) = sin(—(2 — V3)"1) = —sin(2 — V3)"x). Ainsi,

|sin((24+V3)"m)| = sin((2 — V3)"n)

t.g. d’une série convergente

Lycée Sainte-Geneviéve 10 C. Vergé
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Par comparaison des SATP, la série Z sin((2 + V3)"w) est ACV donc CV|.

Calcul de sommes

Exercice 10. Calculs de somme (fractions rationnelles). Justifier ’existence et calculer la somme
des séries suivantes.

NS PR 1

() ;m (i) kz::l k(k+1)(k +2)
RS R 1
W 2 ) 2 e

Correction. Toutes séries sont convergentes, par théoréme de comparaison des SATP avec des séries
de Riemann convergentes. Calculs simples A FINIR.

| k+1)—k 1

(i) On écrit ) = 1) =% hrl puis télescopage.
1 HE+1) = (k—=1)] 1/2 1/2
. orit — — _ 2 - — is tél 1 d
(1i) On écri 12 GrDk=1) Gt k=1 o1 Rl puis télescopage d deux
1/2
crans ou en intercalant T
(iii) DES. On éerit 1 1/2 1 +1/2 1(1 1>+1<1 1>
110 . On écri . e - - —
k(k+1)(k+2) k k+1 k+2 2\k k+1 2\k+2 k+1)’
+00
1 1
puis on somme et on fait deuz télescopages. On trouve ]; PEESIUES) =1l
(tv) On écrit
1 B (k+p) —k B 1 1

Pek+1) - (k+p) kk+1)--(k+tp) k(k+t1) —(htp—1) E+DE+2) - (k+tp)

Par télescopage, on a pour tout N € N¥,

o 1 1 1
pgk(k+1)---(k+p) T pl N(N+1)---(N+p)

Comme p € N*, on a pour tout N € N* les sommes partielles

% 1 1 1 1
Zk(k+1)---(k+p)  pp! pN(N+1)---(N+p) Nooo pp!’
—>N 0

Lycée Sainte-Geneviéve 11 C. Vergé
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La convergence des sommes partielles prouve la convergence de la série et donne la valeur de sa
somme

+0o0 1
];k:(k:+l)--~(k:+p) "ol |

Exercice 11. Calcul de somme. Etudier la convergence de Z et calculer sa somme.

3 _
n>2 "
Correction.
1 1 . . , L. ) .
c — ~ — qui est le terme général d’une série de Riemann convergente donc par comparaison
nd—n n
1 .
des SATP, Z 3 converge |. Calculons la somme de cette série.
n3 —n

. 1
e« Ona:VeeR, 2*—z=z(@’-1)=2(z+1)(z—1) donc z — 3 est une fonction rationnelle
3 —x

a poles simples. Par théoréme de DES, il existe (a,b,c) € R® tel que

Vn > 9 1 1 (JLJr b + c
n ) - = - )
“ 7 nd—-n nnh+1)n-1 n n+l1l n-1

1 1
et on trouwve |a = —1,b=— et c= — |
2 2

Soit N > 2. On a donc en sommant :

N N N N
1 1 1 1 1 1
Zn:j—ni_ — 5+§Zn+1+52n—1
n=2 n=2 n=2 n=2
Ny qN+lq N1y
=— Z —+ = -+ - — (chgt d’indice dans les deuzx derniéres sommes)
—n 2 n 2“~mn
n=2 n=3 n=1
1 & 1+1N*11+1+ L1 1N21
~n N 27Z~=n 2N (N+1) 2 4 240
D LR S S
— n3—n 2N  2(N+1) 4
n=2

1
La suite des sommes partielles converge vers 1 donc la série converge et sa somme vaut

+o00 N
1 1 1
— n3 —n N—lg—loo_n:}fn 4
n=2 n=2

1 1
Remarque : sinon, on découpe le — en deux fois — et on fait apparaitre deux sommes télescopiques
n 2n

du type tpi1 — Up €l Up — Up—1.

Lycée Sainte-Geneviéve 12 C. Vergé
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no(_1)k
Exercice 12. Calcul de somme. Pour n € N* on pose u,, = 2" Z (=1)

|

=
+o00o

Montrer que la série Z Uy, est absolument convergente puis calculer Z Uy -
n>1 n=1

Correction.

e Onalu,| <e2™™ (terme général d’une série géométrique convergente) donc Z Uy, est ACV donc CV|.

e Soit N € N* fizé. On calcule :

-n / (_1)k —n(_l)k
2oun=2. 2" = ) 2y
n=1 n=1 k=1 1<k<n<N
L DR 1y
:Z X Z <2) en intervertissant les sommes
k=1 " n=k
N (_l)k 1 k 1 N+1 . o
:Z X 2 3) — 3 somme géométrique
k=1 :
k
L, Gy S
=2 ) ko \2 2 !
k=1 -l k=1
—e1/21 N—+o00 04>€71_1
N—+o0 N —+o0
——2(e7V2 1)
N—+oc0
“+o00
Donc Zun =2(e” 12— 1)|.
n=1
Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé
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Exercice 13. Calcul de somme d’une série. Soit (a,b) € R%. Pour n € N, on pose

1. Trouver (a,8) € R? tel que u, = an/n +

Up = /N +avn+14+bvn + 2.

Vi@ ()

2. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de (a,b) la série Z u, converge, et calculer sa somme le cas

neN

échéant.

Correction.

1. Remarquons que Zun n’est pas nécessairement une SATP. Soit n € N*. On ré-écrit :

1
Ainsi, la=14+a+bet f= 20 + b conviennent|.

1 2
Up = VN 4+ av/ny 1+ = +byny/1+ =,
n n

Effectuons un développement asymptotique de u, :

1 1\ /2 1 1 1
On rappelle que \/1+ — =1+ — =1+-x=-+0(—= ), donc
n n 2 n n

w=Vitavi (14540 () +ovi (14 40 (5)
un:(1+a+b)\/ﬁ+<;a+b) }+O<n§/z>

o Sia#0, alors nll}rfoo un, # 0 donc Zun diverge grossiérement.

e Sia=0 et #0, alorsu, ~ ﬁ, qui est le terme général d’une série de Riemann divergente,

vn
donc par comparaison des SATP (si f > 0) ou des SATN (si 3 <0), on a Zun diverge.

1 1
Sia=0 et =0, alorsu, =0 ( 3/2). Or3/2 > 1 donc Z 372 est une série de Riemann

convergente, et positive, donc (d’aprés le dernier théoréme du cours) la série E Uy, est abso-
lument convergente donc convergente.

4b 1 1
Sinon (en écrivant des o au lieu des O), on trouve u, = o . Dans ce
]8 n3/2 n3/2
) 1 1 y ,
dernier cas, on a donc U, = YT + o (W) donc —u, ~ 132 (terme général d’une

série de Riemann convergente) donc par comparaison des SATP, Z(_un) converge donc

E un converge|.

1
Finalement, Z““ converge ssi <1 +a+b=0 et 50+ b= 0) ssi (a,b) = (—=2,1)|.

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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3. Supposons que (a,b) = (—2,1). Dans ce cas, u, = /n—2v/n+ 1+ v/n+2 et pour tout N € N,

N N N
Zun: Z (\/ﬁ—\/n—i—l) +Z (\/7L+2—\/7L+1>
n=0 n=0 n=0
=—14+vVN+2—-VN+1 par télescopage
1
=—-1+ quantité conjuguée).
VN +2+ VN +1 ( /
N
Ainsi, i =-1d l ite d tielles tend -1, d la séri
insi, Nirilm”g()u,l onc la suite des sommes partielles tend vers —1, donc la série Zun
+00
est convergente et sa somme vaut Z Up = —1|
n=0

Exercice 14. Calcul de somme. Pour tout n € N, on pose

S :i(_l)k et 1 :/1t2”dt
2kt "o '

(="

1. La série Z ——— est-elle absolument convergente ? Justifier la réponse.
n+1
n>0
n
2. (a) Montrer que pour tout n € N, S, = Z(—l)klk.
k=0
1 42n+2

(b) En déduire que pour tout n € N, S, = % + (—1)"/O 1 +t2dt'
=

3. Déduire de ce qui précéde que la série E 1 converge et préciser sa somme.
n
n>0

Correction.

. (-n* L 1 :
1. , la série E n’est pas absolument convergente, car la série E o1 diverge.
n

n>0 2n+1 n>0

: L (=" I ,
Cherchons maintenant si la série Z n converge. Pour cela, étudions la suite des ses sommes

n
n>0
partielles.
1 1 n
2. (a) Pour tout k € N, I}, = / t2Fdt = donc pour tout n € N, | S), = Z(fl)kfk .
Jo 2k + 1 =

Lycée Sainte-Geneviéve 15 C. Vergé
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(b) Soit n € N. En utilisant la linéarité de l'intégrale,

n n

Sn=> (-1)F1, =" (-1)* /1 2k dt
k=0 k=0 0

n

=3 /1(—t2)kdt
0

0 k=0
1] _ (_g2)ntl
- [ Ll G ey
0 1+t
1 1 1t2n+2
= —dt —-1" dt
/0 14142 +( ) o 1412

1 t2’rL+2
= [arctan(t)]; —1”/ —dt
[arctan()]; + (—1) L1

1 t2n+2
Sy= 1+ (-1 [
4 0

Sn et

car la somme est finie

car —t> # 1

par linéarité de [’intégrale

3. D’aprés la question précédente et la positivité de l'intégrale sur [0, 1], on obtient :

T 1 $2n+42 14
V€N7S—f:—1”/ dt:/idt.
" "oy ( ).0 1+ 2 Jo 1+¢2
——
>0
1 t2n+2
Montrons que lim dt = 0, en majorant cette intégrale par une suite de

n—+oo Jo 1 4 ¢2
2n+2

1+1¢2

limite nulle.

Pour tout t € [0,1],

S t2”+2

et par croissance de [’intégrale,

1t2n+2 1 o2 1
dt < [ t*"T2dt = .
/0 1+ t2 */o 2n + 3

On a alors :

avec

_
2n + 3 n—+oo

Ly . . A N
Par théoreme d’encadrement, il s’ensuit que S, —— R c¢’est-a-dire que

n—-+oo

+o0
—1)"
et que | 2(n+)1 = Z . (D.S.E. de arctan1).

n=0

L (="
la série Z 1

n>0 """

converge

Lycée Sainte-Geneviéve 16

C. Vergé




PCSI 2 TD 25 - Séries

numériques (Correction)

Année 2024-2025

Exercice 15. Etudier la convergence de la série Z (

(="
2n+1)(2n +3)

1 1
Indication : on pourra utiliser le fait que / 2Pdx = ey pour tout entier naturel p.
0 p

Correction.

(=" 1

e La majoration

en particulier convergente.

i
e Soitn € N. Notons S,, = Z

@n+D@n+@'§®1

k=0
Sy afin de déterminer sa limite.

(2k + 1)(2k + 3)

SR e
—

, puis calculer sa somme.

assure la convergence absolue de la série. Elle est donc

la somme partielle d’ordre n de cette série. Calculons

(changement d’inidice dans la deuziéme somme)

n k
. . (—1) s T 1
D’apreés ’exercice Scédent, on sait que — — — 1. Donc —— =
apres ’exercice précédent, on sait que I; Mt 1 1 onc | Sy 13
Lycée Sainte-Geneviéve 17 C. Vergé
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Nature de séries - terme général « abstrait »

Exercice 16. Des propriétés utiles.

n

i

1. Soit (an) € (Ry)N. Montrer que si la série Z an converge, alors la série Z
neN neN*

converge.

2. Soient E Uy, et E vy, des séries convergentes a termes positifs. Montrer que les séries E max (U, vp)

neN neN neN
et Z A/ Up Uy convergent.
neN

3. Soient (un)neN, (Un)nen et (wn)nen des suites réelles telles que pour tout n € N, u, < vy, < wy,.
On suppose que Z Uy, et Z wy, convergent. Montrer que Z Up converge.
neN neN neN

Correction.
1
1. On applique linégalité ab < 5(0,2 + bQ) pour obtenir :

1
=)

n

van 1
VneN*, 0< Y < 5 (an +
n

1

Or, g §(an + 7) converge (en tant que combinaison linéaire de deux séries convergentes, l'une
n

n>1

converge par hypothése et l'autre est une série de Riemann convergente). Donc par théoréme de

SV

comparaison des SATP, la série converge|.
n
2. e L’interprétation géométrique du mazximum donne :
Up + Vp + | —up| 1 1
Vn € N, max(uy,, v,) = 5 =3 (Upn + vp) + é\vn — Uy

Par inégalité triangulaire, on a :
VneN, 0< |7}n - Un| < ‘Un‘ + |Un| = Up + Up,
car uy, et v, sont positifs. Donc
Vn € N, 0 < max(up,vy) < Uy + v

Comme les séries Zun et E vy, convergent, par opération, la série E (up, + vyn) converge

également. Puis, par théoréme de comparaison des SATP, E max(uy, v,) converge|.

1
e Méthode 1. On déduit d’une inégalité remarquable : Yn € N, \/u,v, < i(un + vp).

Or, la série E (up, + vy) converge (comme somme de deux séries convergentes) donc par

Lycée Sainte-Geneviéve 18 C. Vergé
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théoreme de domination des SATP, Z Vunv, converge également|.

Méthode 2. Comme les suites (uy,) et (vy,) sont positives, on a

0 < upv, < matx(un,vn)2 done 0 < Vupv, < |max(uy, vy,)| = max(uy,, vy).

D’apreés ce qui précede, E max(up, vy) converge. On conclut par théoréme de comparaison.

3. Ona:
VneN, 0<uv, —u, <w, — U,.

Or, la série E (wp, —uy,) est une série convergente (comme différence de deux séries convergentes).
Par comparaison des SATP, on en déduit que Y (v, — up) converge également. Enfin, en écrivant

Vn €N, v, = (v, — up) + Un,

on en déduit que | la série g v, converge|.

Exercice 17. Transformation homographique. Soit (uy)nen une suite de réels positifs.
Un

14wy
Montrer que les séries E Up et E v, ont méme nature.

On pose v, =

Correction.

o Supposons que Zun converge.
Méthode 1. Alors en particulier, u, — 0 (condition nécessaire de convergence), donc 14 u, — 0,
donc vy ~ Up.
Par hypotheése, Zun est une SATP convergente. Donc, par théoréme de comparaison des SATP,
on en déduit que Zvn converge.

Un,

Méthode 2. Comme la suite (uy,) est positive, on a pour tout n € N, 14+u,, > 1 donc < Up,

Un

d’ouVn € N, 0 < v, < u,. La convergence de Zun implique celle de Z Upy -

o Supposons que Zvn converge.
Par définition de (vy,), on a pour tout n € N, u, = v, (1 4 uy) donc u,(1 —vy) = vy,.
Comme précédemment pour ’autre implication, v, — 0, donc 1 — v, — 1 donc uy, ~ vy, donc par
théoréme de comparaison des SATP, Zun converge.
Variante. On remarque que vy, # 1 (le contraire et la définition de (vy,) méne d une absurdité, ou
bien v, — 0 donc v, < 1/2 APCR). On obtient alors

Un

(APCR) Up =

1—v,

et on conclut de la méme maniére (v, — 0, donc 1 — v, — 1 donc uy ~ vy).

Finalement E Uy converge < E vn converge|, i.e. |les séries Zun et E v, ont méme nature |.
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Exercice 18. Sous-espace vectoriel. Soit F' = {(un)neN c RN | la série anu% converge}.
Montrer que F' est un R-espace vectoriel.

Correction. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de l’espace des suites.

e Il est clair que la suite nulle est dans F. En effet, la série de terme général n*0?

somme est nulle!).

= 0 converge (sa

o Montrons que F' est stable par combinaison linéaire.
Soit (u,v) € F? et soit A € R?.
Montrons que \u+v € F', i.e. montrons que la série Z n2()\un + vn)2 converge.
Prenons le terme général de cette série. Il vaut :
n2()\un + vn)Z = )2 n2u% + 22 n%unv, + n%i.
Ezraminons les trois termes de cette somme.
> Comme u € F, la série Z n*u? converge.

> Idem pour v.
> Montrons que la série Z n2unv, converge (en passant par l’absolue convergence pour se ramener
a des SATP).

On rappelle que ¥(a,b) € R?, |ab| <
on a

a® + b?

. En appliquant cette inégalité a a = nu, et b = nv,,

1
VneN, |[n2uyv,| = |(nu,)(nv,)| < §<n2ui+n2v%).

- 2 2 2.2 2
Les séries E nu; et E nv; convergent (car (u,v) € F*).
. . . . 7 . , . 1 2 9 2 9
Par opération sur les séries convergentes, on en déduit que la série E 3 n-u, + n-v, ) converge.

Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduil que la série E |n2unvn\ converge, c¢’est-

a-dire que la série E n2u,v, converge absolument, donc converge (par théoréme).

Bilan. Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série E n2()\un + vn)2 converge, ce qui Si-
gnifie que A\u +v € F.

Exercice 19. Une double inégalité (série télescopique). Soient (up)nen et (wp)nen deuz suites de
réels telles que
Vke N, 0<u < wp_1 — wg.

On suppose de plus que (wp)nen converge vers L.
1. Montrer que la série Z“k converge. On note U sa somme.
n
2. En notant U, = Z u, montrer que
k=0

VneN, U-w,+¢ < U, < U.
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Correction.
1. Par hypothese, la suite (wy,) CV donc la série télescopique Z(w”_l —wy) CV (lien suite-série).
Par théoréeme de comparaison des SATP Z“’” cVi.

2. Comme (uy) est positive, on sait que la suite (Uy,) est croissante.
De plus, d’aprés la question 1., E un, CV donc la suite (U,) CV.
(Up) est croissante et convergente, donc converge vers sa borne supérieure (TLM), d’ou

vneN, U, <U.

L’autre inégalité revient a montrer que U — U, < w, — ¢, ou U — U,, désigne le reste d’ordre n de

la série E Up, -

Soit n € N. Fizons N € N*.
D’apres l’encadrement de [’énoncé, on a

Vk € N*, ug < (wg—1 — wg).

En sommant pour k € [n+ 1, N] C N*, on obtient

N N
Z ug < Z (wp—1 — wy) .
k=n+1 k=n+1
=Wn—WN
PPL quand N — 400, on obtient :
+oo
Z wp < wy, — £,
k=n+1
——
:U_Un
ce qui conclut.
n
Exercice 20. Un classique. Soient (a,)nen une suite de réels strictement positifs et Sy, = Z ag.
k=0

a
1. On suppose que la série Zan converge. Quelle est la nature de la série Z S—n ?
n

a
2. On suppose que la série Zan diverge. Quelle est la nature de la série Z S_n ¢

Indication : écrire a,, en fonction de S, puis considérer l’équivalent 1 — x ~ —Inzx.
T—r

a
3. On suppose que la série Zan diverge. Quelle est la nature de la série Z S—g’ ?
n

1
— — pour n € N*,
n—1 Sn

Indication : on pourra considérer

Lycée Sainte-Geneviéve 21 C. Vergé



PCSI 2

TD 25 - Séries numériques (Correction)

Année 2024-2025

Correction.

—+00

1. Puisque la série E Uy converge, on peut introduire sa somme £ = g Q-

n=0

Les termes sommés étant strictement positifs, on a £ > 0, et S,, — ¢ donne alors S, ~ (.

On en déduit

Gn, Gn,

—_— A~ —

Sn L

\ L. Qnp . s . \
Par hypotheése, la série E an converge, donc E 7 converge ausst et par équivalence de séries a

. . Gnp, .
termes positifs, | la série E 5 converge également|.
n

4 Gnp
2. Ecrivons — =
n

S —
e sila suite( nol

Sn

n

Sn - Sn—l Sn—l

Sh—
o sl 1, alors on wutilise Uindication : 1 —x ~ —Inx, pour obtenir
Sn z—1
Sh— Sp—
1_2n 1 ~ —p 2 1
Sy, Sn
c’est-a-dire

9 IS, —InS, .

) ne tend pas vers 1, la série étudiée diverge grossiérement.

Par hypothése, la suite (Sy,) diverge, donc la suite (In(S,,)) diverge donc la série télescopique

Z (InS,, —In Sy,—1) diverge.
Enfin, par théoréeme de comparaison des STAP, on en déduit que Z g—n diverge.
n

Dans tous les cas,

an .
— diverge|.
D g divery

3. Comme les termes sont positifs, on a S, > S,—1 et donc

Gn,

72 —
S7L

Sp—Sp 1 1

SpSn_1 Sp_1 Sp’

La série a termes positifs Zan étant supposée divergente, la suite (Sy) tend vers +oo et donc

! — 0
Sh ’

La nature de la suite (uy,) étant celle de la série télescopique Z(un — Up—1), on peut affirmer la

convergence de la série E (

1
Snfl

de séries a termes positifs.

Sn

. . Qnp,
puis| la convergence de la série Z 52
n

, Par comparaison

Lycée Sainte-Geneviéve
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Exercice 21. Un classique. Soit (uy), oy une suite réelle positive.
1 n
On définit it . défini = —— ) kuy.
n définit la suite (vy),cn- por définie par vy T ,;1 U,

On suppose que la série Zun converge.
N N
1. Montrer que VN € N*, Z - Z ur — Nuy.
n=1 k=1

2. En déduire que la série Zvn converge.
3. Montrer ensuite que Nuy tend vers une limite finie lorsque N — 400, puis en raisonnant par
Uabsurde, montrer que cette limite est nulle.

—+00 “+00
4. En déduire que Z Uy = Z Up,.
n=1

n=1
Correction.

1. Fizons N € N*. On utilise la définition de v,, on fait apparaitre une somme double, on intervertit
1

les sommes, puis on décompose la fraction ———— en — — —— ; et enfin, on télescope !
n(n+1) n n+l

N N 1 n
Z Uy = Z (n(n—i—l) Z kuk>

n=1 n=1

N 1

N N /1 1

a l; kuk%j(n_/n—i-l))
al 1 1

- kzlk“k(/c_N+1>
S Y

- U — 7+ kuk
k=1 N+1k:1
N

= Z“’k’ — Nupy.
k=1

2. Montrons que la série E v, converge en montrant que sa suite des sommes partielles converge.
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D’aprés la question[l}, on a

n=1 k=1 0
N
<Dk
k=1
N N
En notant pour tout N € N, Vy = Z v, et Uy = Z Un, les sommes partielles associées aux
n=1 n=1
séries Zvn et Zun, on a
VN € N*, Vy < Up. (*)

Or la série Zun converge, donc la suite des sommes partielles (Un)nen+ converge, donc est en
particulier majorée.

En utilisant (%), on en déduit que la suite (VN )nen+ est majorée.

Comme ¥n € N*, v, >0, on a par théoréme (conséquence du TLM car (Vy)nen+ est croissante)
que la suite des sommes partielles (Vi) nen+ est convergente.

On conclut que Zvn est convergente |.

3. ® D’apreés la question[l}, on a

VNGN*, Nuoy =Uny — Vy.

Les suites (Un)nen+ et (VN)nen+ convergent (hypothése et, donc, par somme, la suite (Nvy)Nen+ converge

également.
e Montrons que lim Nuwvy = 0.
N—400
Raisonnons par l'absurde et supposons que lim Nuy = £ # 0.
N—+400
On a alors
l x L
UN N—~+o00 N

1
Or N est le terme général d’une série divergente.

Par comparaison de séries a termes positifs (le terme général vy 'est), on en déduit que la série

Z’UN diverge, ce qui contredit|2. Donc| lim Nuvy =0]|.
N—+400

4. Il suffit de passer a la limite quand N — +o0o dans l’égalité (licite, car les limites existent) et
d’utiliser la question 3} qui dit que Nvy — 0.
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Séries alternées

Exercice 22. Théoréme spécial des séries alternées (TSSA) - programme spé.
Soit (vp)n>0 une suite positive, décroissante et de limite nulle.
Montrer que la série Z(—l)”vn converge.
n>0
Indication : on pourra introduire la suite (Sp)nen des sommes partielles et montrer que les deux suites
extraites (Son)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

n
Correction. On pose pour tout n € N, u, := (—1)"v, et S, := Zuk la somme partielle de la série

k=0
S .

Les suites (Sap) et (San+1) sont adjacentes car :

e« Vn €N, Sonia — Son = (—1)2" g1 4 (=12 09,40 = vonyo — vonp1 < 0 car (v,) est décrois-
sante. Donc (Say,) est décroissante.

e VYneN, Soui3—59,11 = (—1)2”+31)2n+3—|—(—1)2"+202n+2 = Vopt2—Uan+3 > 0 donc (San41) est croissante.

o VneN, Soni1 — Son = —vop+1 — 0, car v, — 0 par hypothése.

Ainsi, les suites (Say,) et (San+1) sont adjacentes et en particulier, (S2y) et (S2n+1) sont convergentes
et convergent vers la méme limite £ = sup Sa,+1 = inf Sa,. Par théoréme, on en déduit que
n n

la suite des sommes partielles (Sy) converge i.e. que la série E Uy, converge| et

“+o00
VneN, 81 <S83< < Sypp1 < Goni3 <l=Y up < Sopga < Gop < -0 < 85 < S
k=0

Exercice 23. Séries de Riemann alternées. Déterminer les valeurs de a € R pour lesquels la série

3 (="
o converge.
n

n>1

Correction. Soit a € R.

—1)" —1)"
e Sia <0, alors %, donc la série E (=1) diverge grossiérement.
n——+00 ne

n>1

1
e Supposons que o > 0. Alors la suite <1> est positive, décroissante et de limite nulle donc
neN*

ne
(=D"
ne

d’aprés le théoreme spécial des séries alternées, la série E
n>1

CONvVErge.

—1)
Finalement, Z ( a> est convergente si et seulement si a > 0.
n>1
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1
A comparer avec : E — est convergente si el seulement si o« > 1.
n>1

Exercice 24 Avec le critére des séries alternées. Soit x € R\ N. Déterminer la nature de la sé-

TZ@Z

Correction. Posons u, = —— pour tout n € N et prenons ng € N tel que ng > x. La suite (uy)n>n, €st
n—m =

positive, décroissante et tend vers 0. On en déduit, d’apres le théoréme des séries alternées, la convergence

de la série Z (=1)"uy,, donc, par le caractére asymptotique de la notion de série convergente, celle
n>ng

de Z(—l)" Up -

n>0

1 n
Exercice 25. Application du TSSA, DL. Etudier la nature de la série Z ( )
n>2 ) + \/_
.91PIYOIastgRn Iosmaqqolandh sy oo} vrusoq o0

Correction.

e La série n'est pas de signe fize donc pas de théoréme de comparaison !

o Terme général de la forme (—1)"v,, avec (v,) qui tend vers zéro mais qui n’est pas décroissant
donc pas de TSSA'!

e On ne sait pas calculer les sommes partielles.

o Faisons un développement asymptotique ! Soitn > 2. Notons uy, := =

et utilisons
1 —u+ O(u?). On obtient alors :

1+u ui(]

1

NG

—— ———
SCV(TSSA) série harmonique DV~ S ACV donc CV*

Up =

+

N.B. : pour justifier le fait que la derniére série converge, on utilise la derniére partie du cours!

Comme 372 est le terme général d’une série (de Riemann) absolument convergente, on en

déduit que la série de terme général O( est absolument convergente donc convergente.

. o - (="
Finalement, par opérations, on conclut que la série E

n>2 (71)71 + \/ﬁ

1
37

est divergente|.
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N C
(1 v~ v

méme nature (cela s’explique par le fait que les séries ne sont pas de signe fixe).

e Remarque. C’est un exemple ot et pourtant les deuz séries ne sont pas de

Lien suite-série, lien série-intégrale

In(n)

Exercice 26. Comparaison série-intégrale, encadrement de somme. Montrer que la série Z
n>1
n
In(k
diverge et donner un équivalent simple de Z ]i )
k=1

Correction.

1
¢ Premiére méthode. Vn > 3 un >
n

1
comparaison des SATP, Z o diverge|.
n

1
> 0 et la série harmonique Z — diverge donc par
n

S|

e Deuxieéme méthode. Utilisons une comparaison série-intégrale pour obtenir un encadrement et
traiter les deux pointa en meéme temps

Inx . . L
g f(n), avec f : x — ——, positive, continue et décroissante sur
n>1 n>1 r
1—Inzx

le, +oo[ (car YV € [e, +oo|, f(z) = —= < 0).

Fizons n > 3. D’aprés la méthode des rectangles, on a donc :

n+1 n n n
o< [Trey MY <se+ [

k=3

— 400 donc par théoreme de

bt entilng o [m@)2]" (e 4 1)? - (n3)?
Or,/3 f_/3 tdt—[QL - !

n n
In(k In(k
comparaison la suite ( E U) tend vers +oo donc la suite des sommes partielles ( E U)
E—3 n>3 k=1 n>1

Inn
tend vers +o00. On en déduit que Z — diverge .

n>1
De plus, on a l’encadrement :
In(n +1 (In3)? & In(k) 3 Inn)? — (In3)?
(In(n ); n Z n](€ n3 (Inn) . (In3) .
k=3
(In(n + 1))? (Inn)? - (Inn)?
Or, o i 2 donc ; el

Lycée Sainte-Geneviéve 27 C. Vergé



PCSI 2 TD 25 - Séries numériques (Correction) Année 2024-2025

Exercice 27. Intégrale de Wallis et formule de Stirling.
/2
PARTIE A : Pour tout n € N, on définit l’intégrale de Wallis par I, = / cos" (t)dt.
0

n—1

1. Pour tout entier n > 2, établir la formule de récurrence : I, = I —o.

On introduit la suite (Wy)n>1 définie par Wy, = nl,I,_1. Montrer que (W,,) est constante.
Que pouvez-vous dire sur la suite (I,,) ? Justifier d’une éventuelle convergence.
Montrer que I, ~ I, 1.

En déduire un équivalent de I,,.

S & o e

Exprimer Iz, pour tout p € N.

PARTIE B : Le but de cette partie est de démontrer la formule de Stirling.
' n
On introduit la suite (up)nen< définie pour tout n € N*, par u, = e (e) .

v \n

7. Montrer que la suite (up) converge. On note £ sa limite.
Indication : on pourra étudier la suite (In(uy,))nen+-

8. En fonction de lexpression de Ia,, déterminer un équivalent de Iz, quand p tend vers l'infini.
9. Déterminer enfin £.

10. En déduire la formule de Stirling.

Correction. Fléments de réponse.

1
n—1

1. Faire une IPP en mettant de coté cos’t. On trouve Vn > 2, I, =1, o— I,.

2. On le déduit de la question précédente en multipliant par I,_1, il vient : ‘Vn eN* W, =W,_1,

donc (Wy,) est constante, égale a son premier terme : W1 = 111y = 5

3. e (I,) est décroissante (car ¥n, I,i1 — I, est lintégrale d’une fonction négative).

o (I,) est minorée par 0 (car I, est l'intégrale d’une fonction positive).
o Ainsi, | (I,) converge| d’aprés le théoréme de la limite monotone.

4. (I,) décroissante implique que : ¥n € N, I,19 < I 41 < I,.
Grice a la relation de récurrence satisfaite par (I,), on a :

n+1
Vn € N7 mln < InJrl < In-

.on
Comme lim

7

Par théoréeme d’encadrement par les équivalents, on a | I, ~ I,11 |

=1, la suite de gauche est équivalente a I,.
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5. (W) étant constante, on a : ¥n € N, W,, = g
On a aussi, Wy, =nl,l,_1 ~ nI,%.

. ., . ™ . ™
En combinant ces deuz informations, on a nI> ~ o puis V|| ~ ,/5.

Comme I, > 0, on a|l, ~ o .
2n
2p)!
6. En itérant la formule de récurrence, on trouve | Ia, = &z :
22r(pl)2 2

Sinon, preuve propre par télescopage.
I 2 1 I 2 1
: Vg, 29+2 _ ¢+ i.e. 2atl) _ s .
Izq 29 +2 Iy, 2q + 2
En faisant le produit pour q dans [0,p — 1], on obtient par télescopage

Soit p € N. On a d’apreés la formule de récurrence

p—1

@ B H 29+ 1
Iy =0 2q+ 2 .
Or,
. ~1 ~1 ~1 »
]”Hl 2g+1  TIZo(2e+1)  TI—o(2¢+ DIT=(2¢ +2) L2,k _(2p)!
= 1 = 1 - —1 - Y
T A A ITj=o(2q +2)? Mo 22+ 12 220
7T .
et Iy = 57 ce qui conclut.
7. On a, Vn € N*| u, > 0.
Par définition de (uy), on a :
Unt1  (n+1)! Vn entl n"
= X X X
Up n! n+1 en (n+ 1)+l
n n \" 1
= 1) x X e X
(Rt 1)y og < e <n+1> n+1
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Donc

Unp+1
Inupyp —Inwu, =In
Unp,

(o D)
2)

1 1
Comme la série Z — est ACV, on sait par théoreme que la série ZO <> l’est ausst, i.e. la
n

n2

série télescopique Z(ln Unt1 — Inuy,) est ACV, donc convergente.

Sachant que la suite (Inu,) et la série Z(ln Un+1 — Inuy,) sont de méme nature, on en déduit que

’ la suite (Inuy,) com)erge‘ vers un certain réel, que l’'on notera v € R.

Or, pour tout n € N*, on a u, = ™", donc par continuité de lexponentielle en v, la suite ()
converge vers £ :=¢' > 0.

n! [e\" n\"
8. Comme (uy,) converge vers £ # 0, on a — () ~ { donc n! ~ y/n x () .
' e

N

n

(2p)! T

Ainsi, | Iy,

T (P22 02p|

9. Or, d’apreés la question 5), Ia, ~

Par unicité de la limite, on en déduit que | £ = /27 |.

n
10. Ainsi, on obtient la formule de Stirling : |n! ~ V2mwn x (n) .

S

T s
. La suite (I converge donc vers ——= et —.
(L2pv/P)pen 9 2

2D 2

e
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