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Produit scalaire, norme

Exercice 1. Identité du parallélogramme. Soient E un espace préhilbertien réel muni du produit
scalaire (-,-) et ||-|| sa norme associée. Montrer ¥(x,y) € E?, ||z +y|* + ||z — y|* = 2 (||a:|]2 + Hsz)
Pourquoi ce titre ¢

Correction. Cette inégalité provient du fait que :
2 2 2 2 2 2
e +yll” = ll=]" + lyl” + 2 (z,9) etz —yl” = l[=]" + [lyl” =2 (z, v).

En additionnant les deux égalités, on obtient [’égalité souhaitée : dans un parallélogramme, la somme
des carrés des longueurs des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des 4 cotés.

Dans un parallélogramme ABCD, AC? + BD? = 2(AB? + BC?)|. Faire un DESSIN.

Exercice 2. Pour u = (z,y) et v’ = (2',3) dans R?, on pose :
o(u,u') =2za’ +2yy +ay +2'y et Y(u,u) =2z’ —2yy +xy +2'y.
1. Vérifier que ¢ et ¢ sont des formes bilinéaires symétriques.

2. ¢ et 1) sont-ils des produits scalaires sur R? ?

Correction.

1.« On vérifie que Y(ui,ug,u’) € (R*)?, V(ar,a) € R p(ajur + agug,v') = ayp(ug,u’) +
asp(ug,u'). Ainsi ¢ est linéaire a gauche.
@ est bien sir symétrique car p(u,u’) = p(u',u). Ainsi, ¢ est bilinéaire.
Donc ’ © est une forme bilinéaire symétm’qu@‘.

e De méme, 1 est donc une forme bilinéaire symétrique.
2. Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
T4+ = b
5Y 1Y

1 3
De plus, p(u,u) = 0 implique que (x + iy)2 =0et ZyQ =0doncy=0etx=0 douu=0.

o Soit u= (x,y)B,R%. On a p(u,u) = 22 + 2y* + 2xy = 2 > 0.

D’ou @ est définie positive.

Ainsi, | ¢ est un produit scalaire sur R? |.

e« En revanche, |1 nest pas un produit scalaire sur R? car U n’est pas positive |.
En effet, Yu € R?, p(u,u) = 22% — 2y + 2zy, donc pour u = (0,1),¢(u,u) = —2 < 0.
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Exercice 3. Soient un entiern > 2, E = {P € R,[X] | P(0) =P(1)=0}etp: ExE — R .
1
(P.Q) = - [ P@)Q"(@)d
0
1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

2. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E, et expliciter la norme euclidienne associée.

Correction.

1. o 0€ FE donc F # @.

o Soient (P,Q) € E*> eta € R. Ona : aP + Q € R,[X] et (aP + Q)(0) = (aP +Q)(1) =0
donc aP +Q € E.

Ainsi ’ E est un R-espace vectoriel|.

2. e p est une forme bilinéaire car la dérivation et l’intégration sont linéaires.
« Soit (P,Q) € E%. Une IPP donne :

—_————

APQ) =~ [ POQ @i = - PO+ [ P@@ir= [ P ()
0

L’expression étant symétrique en P et Q, on a (P, Q) = ¢(Q, P) donc ¢ est symétrique.

1
o Soit P € E. On en déduit que o(P, P) = / P'(2)?dz > 0 donc ¢ est positive.
0 P _est positrve

1
Supposons que p(P, P) = 0. Alors / P'(z)*dz = 0, et la fonction x — P'(z)* est continue
0

et positive sur [0,1] donc la fonctz’oﬁ x + P'(z) est nulle sur [0,1]. Ainsi, la fonction P est
constante sur l'intervalle [0,1]. Or, P(0) =0 donc la fonction P est nulle sur [0,1]. Ainsi, le
polynome P a une infinité de racines, donc P est le polynome nul. Ainsi ¢ est définie.

En conclusion, ¢ est une forme bilinéaire symétrique, définie, positive donc’ p est un produit scalaire |.
De plus, la norme euclidienne associée a ce produit scalaire est :

Voo = ([ Papan) = P,
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Exercice 4. Pour tout (A, B) € #,(R)?, on pose : (A|B) = Tr(AT B).
1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur AMpn(R).
2. Vérifier que <7, (R) et /,(R) sont orthogonauz.
3. Montrer que %, (R) = (7, (R))*.

4. Soit F Uensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F*.

Correction. Remarquons que pour tout A = (a; ;), B = (b ;) € A#n(R),
n n
(A|B) = Te(ATB) =) > aibi,
i=1j=1
qui correspond au produit scalaire canonique sur #y,(R). La norme euclidienne associée est la norme 2.
1. Soit (A, B) € M, (R)?.
o (.|.) est symétrique car (A|B) = Tr(ATB) = Tr((ATB)T) = Tv(BT A) = (B|A).

o (.|.) est linéaire a gauche car la transposition et la trace sont linéaires. Par symétrie, (.|.) est
linéaire a droite. Ainsi, (.|.) est bilinéaire.

o (AJA) =Tr(ATA) = Zaij >0, donc (.].) est positive.
1,
o (A|A) = 0 implique que V(i,j) € [1,n]?, a;j =0 donc A=0.
2. Soient A € o, (R) et S € S, (R). On a :
(S]A) = Tr(STA) = Tr(SA) = Tr(S(—AT)) = —Tr(SAT) = —Tr(ATS) = —(4]9) = —(S|A)

ou bien :

(S|A) = Tr(STA) = Tr(SA) = Tr((SA)T) = Tr(ATST) = —Tr(AS) = —Tr(SA) = —(S|A).

Ainsi, 2(S|A) = 0 puis (S|A) = 0 d.e.|.Z,(R) C (o, (R))* |i.e. ’ 7 (R) et S (R) sont orthogonaux‘.

3. On a classiquement #n(R) = .7, (R) & .4, (R). Puisque 4, (R) est un espace euclidien, on a aussi :
Mp(R) = o, (R)® o, (R)L. Comme tous ces espaces vectoriels sont de dimension finie, on a donc :

dim .7, (R) = dim (., (R)) — dim(<7,(R)) = dim(<7,(R))*.

Or, on a montré d la question 2. que .#(R) C (,(R)): donc on a Uégalité |.7,(R) = (7, (R))*|.

1L
Ainsi, | M (R) = .7, (R) @ p(R) pour le produit scalaire canonique (A, B) — Tr(ATB)|.
Alternative. On peut aussi invoquer 'unicité du supplémentaire orthogonal.

4. e Soit (Ejj)i<ij<n la base canonique de 4, (R).
e OnaF =Vect(Ei1,...,E,p).
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o Soit M = (M; j)1<ij<n € Mn(R). On a

AIEFL@V(CH,...,CM”)G]R” (/ "JFOénEn,n):()
svke[Ln], (M|Ew) =0

< VEk e ﬂl,nﬂ, TI‘(]W Ek k) =0

n

e Vkel,n], > (M Eyg)ii =0
=1
n n

s Vkeln], DY (MT);j(Erk)ji=0
i=17=1

e Vke[l,n], (M), =0
< VEk e ﬂl,nﬂ, MM =0.

o Ainsi, | F+ ={M € #,(R), My, =0} |ie F* est Uensemble des matrices ne comprenant

que des zéros sur la diagonale.

Exercice 5. Soient E un espace préhilbertien réel muni du produit scalaire (-|-) et p € N*. On suppose
P

qu’il existe une famille (eq, ..., ep) de vecteurs unitaires de E vérifiant : Yz € B, |z|* = Z(x!ei)Z.
i=1
Montrer que (e1,...,e,) est une base de E.
Correction.

o Tout d’abord, intéressons-nous a la liberté de la famille (e;)1<i<n. Par hypothéses,

p

L= Jlexll? = D (exlen)? = (erler)® + D (exlen)?,

i=1 T i#k

donc Yk # i, (exle;) = 0 i.e. la famille (e;)1<i<n est orthogonale. Les vecteurs e; sont unitaires par

hypothése donc ’ (€i)1<i<n est une famille orthonormée, donc libre‘.

o Montrons ensuite que (€;)1<i<p est génératrice de E. Soit x € E.
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P

Premiére méthode . Montrons que x = Z(m\ei)ei. On a :
i=1
P 2 2 P
2= S (leer]| = ol + S lesed]] — 23 (wles?
i=1 i=1 i=1
p
= |lz|* + Z | (z|e;)eil|* — 2 ||zl|*,  car les e; sont orthogonauz (Pythagore) et par hypothése
i=1
2 2
= (ale)? les]l” — 1]
S 2 2
= (ale)® — ||l
i=1
=0 par hypothése.
p P
Ainsi, © — Z(m\ei)ei = 0g donc x = Z(x]ei)ei donc ’ (e;) est génératrice de E ‘
i=1 =1
Deuxiéme méthode. Notons F' = Vect (e1,...,e,) et montrons que E C F (l'autre inclusion
p
étant immédiate). Soit x € E. Comme (e;) est une BON de F, on a : pp(x) = Z(az|ei)ei donc
=1
» (2
lpr()|* = Z(af;|ei)2 = ||z||* (par hypothése). D’aprés le théoréme de Pythagore, on a
i=1
2 2 2
= pr(@)[|” = [z = lpr(2)[]" =0,
d’ot x = pp(z) € F puis | E = Vect (e1,...,ep) |
o Ainsi, (e1,...,ep) est une famille libre et génératrice de E donc |(e1,...,e,) est une base de E|,

dim F = p et finalement E est un espace euclidien.

Troisieme méthode. Notons F' = Vect (e1,...,e,). E étant un espace préhilbertien réel et F'
étant un ssev de dimension finie de E, on sait que E = F & F*. Montrons que F+ = {0g}.

Soit y € FL. Alors i € [1,p], (yles) = 0.

P

Puisque y € E, on a par hypothése |ly|[* = > (yles)®. Done |ly|[* = 0 puis y = p, ce qui conclu,
i=1

Quatrieme méthode (proposée par Benoit Dupont). Soit © € E. Montrons que x €

Vect (e1, ..., ep).

Raisonnons par l'absurde et supposons que x ¢ Vect (e1,. .., ep). Comme par hypothése, (e1,. .., ep)
est libre, on a aussi (e1, ..., ep, x) est libre. D’apreés l'algorithme de Gram-Schmidt, on peut construire
un vecteur ep1 de E, unitaire, orthogonal auzx vecteurs e, ..., ep.
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P
En effet, il suffit de poser fp4i1 =x—pp(r) =2 — Z xle;)ei, et epr1 = m (licite car fpy1 #0).
i=1 p+1

Comme epy1 € E, on peut lui appliquer I'hypothése, et obtenir

p 2
1 =llept1]| = Z (eprilei) =0 = absurde!
=
Donc x € Vect (e1,...,ep,), ce qui conclut.

n 2 n

Exercice 6. Soient n € N* et (x1,...,x,) € R". Montrer <Z xk> <n Zx%, et étudier le cas d’éga-
k=1 k=1

lité.

Correction. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire canonique sur R" et aux
vecteurs a = (z1,...,x,) et b= (1,...,1), on a (a|b)? < (ala)(blb), i

<k§:1xk>2 = (kilxk X 1)2 < (}ix%) <kzn:112> _nkzn:lxi_

Il y a égalité si, et seulement si, (a,b) est liée ssi IN € K | (x1,...,2,) = A(1,...,1) ssixy =+ = x|

n 2 9
1
Exercice 7. Montrer : Yn € N*, n? < (Z \/;> < (n+ )

Correction.

e Par linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire canonique sur R"™, on a :

n 2 n 2 n n 2(p,
() = (i) =(50) () =

i=1

n n n 2 n 2
e Vie[l,n], 1< doncl < i puis 0 < Zl < Z\/; puis n® = (Zl) < <Z\f7> , ce qui
i=1

=1 =1 =1
donne la premiere inégalité.

Exercice 8. Astucieux. Soit (,y,z) € R? tel que 222 +y*+522 < 1. Montrer que (z+y+2)* < —

Correction. Considérons le produit scalaire canonique sur R>.
D’une part, Uhypothése 2% + y? + 522 < 1 se reformule ||w”2 <1 ot w=(v2x,y,V52).
D’autre part, on réalise la somme x + y + z comme un produit scalaire :

1
20 + 1xy + — xVbz = v, W),
v+ o (v, w)

rT+y+z =

L
V2
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ot v = ) et w est défini précédemment.

11
V2 V5

D’apres lVinégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2 2, 112
(v,w)” leq [Jo]”[[w]”,

2 1\ 1\?_ 17 2 2
ot ici |jv]|” = 7 + 1+ 7 =10 et ||w||® <1, donc|(z+y+2)° < —|

L dt S 1
o f(t) ™ [y ft)dt’

Exercice 9. Montrer : Vf € €°([0,1],R%),

Correction. Tout d’abord, puisque f € €°([0, 1],R%), et par stricte croissance de l'intégrale, on a

/Olf>0,

1 11
Linégalité demandée est donc équivalente a : 1 < (/ f) X (/ f)l
0 0

Par linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire canonique sur l’espace vectoriel des
fonctions continues sur [0,1], on a :

e[ () UD)”

Par croissance de la fonction racine carrée sur Ry, on obtient l’inégalité souhaitée.

Exercice 10. Délicat. Soit f € €' ([a,b],R) telle que f(a) = 0.

1. Démontrer que, pour tout t € [a,b], on a
t
20 < -0 [ P
a

2. En déduire que
b (b— a)z b
[ e < E5 [C p2a

Correction.

1. Fizonst € [a,b].

Considérons le produit scalaire (je vous laisse vérifier que c’est bien une forme bilinéaire symétrique
définie positive) :

t
@ﬁ>:/gh
a
Comme f est de classe €' et s’annule en a, on a par le théoréme fondamental de Uanalyse :

£t = /atf’(u)du _ /:1 % f'(u)du.

Ainsi, t étant toujours fizé, le réel f(t) se présente comme le produit scalaire (1, f’>
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On applique alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

LM < P17

72 < (/atldu) (/f o

< (t—a) /at £ (uw)du.

c’est-a-dire

2. Reprenons ce qui précéde a t fixé :
At < (t—a) | f?u)du d’aprés 1.
<(t—a) [ f*(u)du car f2 >0 et t <b.

On a donc

b
viela, £ < (t-a) [ Pad
Ja
constante par rapport da t

Par croissance de l'intégrale (car a <b), il vient

/ab fAtdt < (/ab(t — a)dt) (/ab f/2(u)du>

—a)? b
< (b 5 ) /a fIQ(U)du,

ce qui conclut|.

b b1
Exercice 11. La routine. Soit £ = ‘50([a,b],Ri). Déterminer }n% (/ fx / ?> .
€ a a
Cette borne inférieure est-elle atteinte ¢

b
Correction. Utilisons le produit scalaire sur E défini par (f,g) = / fg.

a
Soit f € E. D’aprées linégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire

(V) < Vil

1
VI
(b—a)Zg/abfx/ab;.

b
Autrement dit, (b — a)? est un minorant de ’ensemble {/ fx
a

vide de R.

4!

d’ou

b1
—|fe E}, qui est une partie non
a f

Lycée Sainte-Geneviéve 8 C. Vergé



PCSI 2 TD 24 - Espaces préhilbertiens réels (Correction) Année 2024-2025

oozt ([ [']).
.

De plus, pour fo =1 qui est élément de E, on a Uégalité (b — a)? / fo % I
a JO

Ainsi, la borne inférieure est atteinte (c’est donc un minimum), par ea:emple par la fonction constante
égale a 1 (et plus généralement, par les fonctions constantes non nulles).

p (L [5) = pel[[5) = 0]

Exercice 12. Théoréme (de Reisz) de représentation des formes linéaires dans un espace eu-

clidien .

Soit E un espace euclidien.

Montrer que pour toute forme linéaire 1 sur E, il existe un unique vecteura € E tel quevy: E — R
T

(alz)

On a donc montré

Correction. Méthode 1 (isomorphisme). Soient p,: E — R etp: E — E* . Montrons
x +— (a|z) a = Qg
que @ est un isomorphisme.

o o est bien définie de E dans E* car le le p.s. est linéaire da droite.
o  est linéaire car le p.s. est linéaire a gauche.

o Soit a € Kerp. On a ¢, = 0 donc Vo € E,(alx) = 0. En particulier, pour v = a, on obtient
(ala) =0, d’ou par définition du p.s., a = 0. Ainsi, ker o C {0}, ce qui montre que ¢ est injective.

e Comme E est euclidien, on a dim E = dim E* < +o00.

e Par caractérisation des isomorphismes en dimension finie, on a ’ © est un z’somorphisme‘. En par-

ticulier, ¢ est bijective donc ’Vﬂ) eE" JacE|¢Y=p,ie =/ al)

, ce qu’il fallait montrer.

Méthode 2 (analyse-synthése). Puisque E est euclidien, il existe n € N et B := (e1,...,e,) une
BON de E.
Fizons ¢ € E*.

Analyse. Soit a € E tel que Vx € E, ¢(z) = (a|z).

n

Puisque % est une BON, on écrit a = Z(a|ei)ei = Zw(ei)ei, ce qui prouve l'unicité en cas
i=1 i=1

d’existence.

n
Synthése. Posons a = Z Y(ei)e;. Alors a € E.

(2
Montrons que ¢ = (a|-) (égalité d’applications linéaires).
1l suffit de montrer que ces applications coincident sur une base de E, par exemple A.
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n n

On aVj € [1,n], (alej) = (O w(eeiles) =D w(es) (eilej) = v(e;).

i=1 i=1 -5

4]

Conclusion : le vecteur a convient bien.

Orthogonalité, projection orthogonale, distance

Exercice 13. Dans R® muni du produit scalaire canonique, on considére F = Vect ((1,0,2), (1, —1,0)).

1. Le vecteur (2,2,0) est-il dans F* ? 2. Déterminer F*.

Correction.

1. Posons ey = (1,0,2) et e = (1,—1,0). Remarquons que (e1,ez) est une famille libre donc c’est
une base de F'. Un vecteur x € E est orthogonal a I s’il est orthogonal a ey et a es.

On a ((2,2,0),e1) =2 # 0 donc|(2,2,0) ¢ F-|.

2. Soit X = (x,y,2) €R3. On a :

XeFtevVWeF (X,Y)=0
< (X,e1)=0et (X,e9) =0
Srx+2z2=0ezxz—y=0.

1 1
Ainsi, | F+ = {(:p T, 2:1:) , T E R} = Vect <(1, 1, 2)) = Vect ((2,2,—1)) | : droite vectorielle.

Exercice 14. Soient E un espace euclidien et F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
1. Etablir (F+G)r =FtnGt e (FNG)*r=Ft+Gh
2. On suppose que F NG+ = {0} et que dim F = dim G. Montrer que F- NG = {0g}.
Correction.

1. (a) Procédons par double inclusion.

« Premiére méthode (ensembliste). On a F' C F+G donc (F+G)* C FL. De méme,
(F+G)r c G Dow (F+ @) c (Ftnah).
Deuxiéme méthode. Soit z € (F + G)*. Soit f € F.
On peut écrire : f = f +0p € F+ G donc (z,f) =0 dot z € F+. De méme, x € G+,
donc x € F-NGt. Ainsi, (F+G)*t c (F-nGh).

e Soitze FtNG*t. Ona :

VfeF VgeG, (&, f+9) = (z,f)+(x,9) =0+0=0,

donc z € (F + G)*. Ainsi, F-N G+ c (F +G)*.

Par double inclusion, on a montré que : | (F +G)t = F- NG+ |

(b) On applique la premiére égalité o F* et G+ (qui sont également des ssev de E), on a alors :
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(FL+GH)t = FNG. En passant a Uorthogonal (comme E est euclidien, F-, G+ et FX+G*

sont des sous-espaces vectoriels de E), on obtient : ‘ Ft4+Gt=Fna)?t ‘

2. Puisque F* et G sont deux ssev de dimension finie de E, on a d’aprés la formule de Grassmann :
dim(F+ N G) = dim F*+ 4+ dim G — dim(F*+ + G).
Or, dim F+ = dim E — dim F et d’aprés la question 1 :
Fr+G=F*+(GH*r =(FnGhHh

Dou dim(F*+ + @) = dim(F N GH)t = dimE — dim(F N GY) = dimE — 0 = dim(E), car
FNG*t = {OE}

En remplacant, il vient :

dim(F+NG) = dim E — dim F + dim G — dim E
=0, car dim F' = dim G par hypothése.

Ainsi, |F- NG = {0} |

Exercice 15. Dans R® muni du produit scalaire canonique, on considére le vecteur x = (2,2,2) et le

z
sous-espace vectoriel F' = {(IL‘l,.’L'Q,{Eg) eR3 |z — 72 + a3 = ()} )

1. Déterminer le projeté orthogonal de x sur F'. 2. Déterminer la distance de x a F.

Correction.
1. Premiére méthode (a P’aide de F1). F = Vect ((1,2,0),(0,2,1)) et
Flt= {(z,y,2) € R3 | z+2y =0 et 2y +z=0} = Vect ((2,—1,2)) = Vect (u),

1
ol u = 5(2, —1,2) et (u) est une BON de F*.

Donc le projeté orthogonal sur F* vaut pp. () = (z,u) u = 2(2,-1,2).

2 2
Ainsi, |pp(x) =2 —ppi(z) = (2,2,2) — §(2, -1,2) = §(1,4, 1)
Deuxiéme méthode (en résolvant un systéme linéaire traduisant 1’orthogonalité de

x —ppr(z) & F.
1
F = Vect (e1,e2) avec e; = (1,0,—1) et eg = <0, 1, 2). De plus, (e1,e2) est une famille libre donc

c’est une base de F.
pr(z) € F donc il existe (o, B) € R? telsque : pp(x) = ae + Bey = <04,6, g — Oé) d’otl

x—pp(z) = <2a,25,2+a§).
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(x —pr(x), e2) =

. 2 8 2
Ainsi, | pp(x) = (3,3,3) )

. — B _9q =
{L’pF(l’)EFL@{ (z = pr(@),en) 8 <:>{ 2~ 550

w
+
(N}
\
=]
Il
(s}
——
=
Lol
SIS
R Q
|
(an}
—N
o)
Il
0100w

Troisieme méthode (a I’aide d’une BON). (e, e2) est une base de F, que l'on peut or-
thonormaliser avec Gram-Schmidt. On pose f1 = %(1,0, —1).

1 1 1 9 3
On cherche go := ea —(ea, f1) f1 = 62—<€2’2€1>61 = 62—|—i(31 = <4,1, 4). Et : || go|| = \/; = ﬁ

2 2 /1 1
On pose fo = V2 (4,17 4) = £ ( 2 ) Dés lors, (f1, f2) est une BON de F' et

3 3 \2"772

pF(l‘) - <x7f1>f1 + <J?,f2> f2
=0+2V2f,

411\ [282) 2
s\2292) " \333) 7 3

4 24 2 2
2. On en déduit que x—pp(z) = (3, —3 3) = 5(2, —1,2) donc|d(x, F) = ||z — pp(x)|| = 3% Vo =2|

Exercice 16 (Annales khass 1.14). Soit E = €°([—1,1],R). On définit trois fonctions de E par :
Vo e [-1,1], fi(z) =1, faolz) = 2% et f3(z) = |-
1. Montrer que (f1, f2, f3) est une famille libre.
1
2. Montrer qu’en posant, pour tout (f,g) € E?, (flg) = / fg on définit un produit scalaire sur E.
~1

3. Déterminer la projection orthogonale de fs sur Vect (f1, f2).

Correction.
1. Soient a,b,c € R tels que afy —I—bfg—i—cfg, = 0. Alors : Yz € [~1,1], a+bx*+c|z| = 0. Pour x =0,
on obtient a = 0. Puis, pour x € {1, 5}, on obtient : b+c =0 et 1 + g =0, ce qui implique que
(f1, f2, [3) est une famille libre de E‘

b=c=0. Ainsi,

2. Cf cours.

3. On pose F' = Vect (f1, f2). Déterminons la projection orthogonale de fs sur F, que l’on notera
pr(f3). On sait que pp(fs) € F et f3 —pr(f3) € F* done

3N\, 1) € R | pr(fs) = A1+ pfa et (pp(fs)lfr) = (fslf1) et (pp(fs)lf2) = (f3lf2).

(filfr) + n(folfr) = (f3lf1)
A f1lf2) + u(falf2) = (f3f2).

L (f3lf1) =1, (falfe) = =, et (f3]f2) = =, d'ou

On cherche donc (\, i) € R? tel que {

O-'Hl\:)

Aprés caleuls, on obtient : (f1|f1) =2, (f2lf1) =

Lycée Sainte-Geneviéve 12 C. Vergé
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le systéeme :
2
2A+§é#=1 o A t2u=3
2y 42,21 20\ + 121 = 15,
3 5 2
3 15 3
On trouve : /\*E etufﬁ D’otu |pr(fs) = f1+ f2-

4. Pour le fun, calculons d(fs, F). On a

d(f3, F)? = || f3 — pr(f3)|
= |3l = Ipr(f3)]? Pythagore,

o1l
2 ! 2 E 2 2
150 = [ lellde =2 [ atde =2,
-1 0 3
et
pr(f3)ll Hf1+ fg
3 15 15\ 2 )
2% = % =2 10
(m) IR +2 % 35 x 36 £+ (55 ) 1l
=2 =2/3 =2/5
168 8x3x7 21
18 4 60 + 90 _ oxex i A
162( +60+90) = 162 8x2x16 32
one 2 21 64-63 1
d(fs, F S
(fs. F)* = 3732 3x32 06
donc
1 1
Ad(f3,F) = —— = —
(f3, F) 756 = 176

Lycée Sainte-Geneviéve 13 C. Vergé
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Exercice 17. Dans R® muni du produit scalaire canonique, on considére Uendomorphisme f canonique-

/2 0 -1/2
ment associé a A = 0 0 0
-1/2 0 1/2

Montrer que f est la projection orthogonale sur un sous-espace de R® a déterminer.

Correction.

o A% = A donc f> = f. Comme f € L(R?), | f est donc un projecteur de R |.

o f est donc la projection sur Im(f) parallélement a Ker(f). Déterminons les éléments caractéristiques de f :

1
D’une part, Im(A) = Vect 0 donc Im(f) = Vect ((1,0,—1)).
-1
”
D’autre part, |y | € Ker(A) < x — z =0 donc Ker(f) = Vect ((1,0,1),(0,1,0)).
z

o Il reste a vérifier que Ker(f) et Im(f) sont orthogonauz. Notons ey = (1,0,—1), ea = (1,0,1) et
es =(0,1,0). On a :
<€1,€2> = <€1,€3> =0.
Par bilinéarité du p.s., tout vecteur de Im(f) est orthogonal da tout vecteur de Ker(f) d’ou
Ker(f) et Im(f) sont orthogonauz.

’Az’nsz’, f est la projection orthogonale sur Vect ((1,0,—1)) ‘

Lycée Sainte-Geneviéve 14 C. Vergé
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Exercice 18. Caractérisation de 'orthogonalité. Soient E un espace vectoriel préhilbertien et x,y

deux vecteurs de E.

Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement si ||z|| < ||z + \y|| pour tout A € R.

Correction. La condition nécessaire
VAER, |z <llz+ Ayl

se reformule
VAER, [z < [lz+My|?

c’est-a-dire
VAER, |z|® < |lz]* + 2 (z,y) + A* |yl

c’est-a-dire

VAER, 0 < [lul®A? + 2(z,y) A

que l'on peut voir comme une fonction polynomiale de degré < 2.

Supposons (z,y) = 0.

Alors la derniére assertion des équivalences ci-dessus est vraie, puisque l’on a bien
VAER, 0 < |jyl|> A2

D’ou la condition nécessaire :
VAER, ol <+ Ayl

Supposons VA € R, ||lz| < |z + Ayl
Alors

YAeR, 0 < |[yl* % + 2(z,y) A

On a donc une hypothése du type
VAeR, 0 < ar?+0b\

et on cherche a montrer que b = 0.
Plusieurs fagons de conclure.

Conclusion 1. On peut distinguer le cas a = 0 et a # 0 (dans ce dernier cas, on a une fonction
polynomiale de degré exactement 2 qui est positive, donc son discriminant est négatif ou nul, donc

b —4xax0<0, doncb=0).
Conclusion 2. On peut aussi raisonner par l'absurde, et supposer b # 0.
Au voisinage de 0, on a alors (car b # 0) Uéquivalent ad* + bA ~ bA.

Or aX? + b\ ne change pas de signe, alors que b change de signe. D’ou la contradiction.

Lycée Sainte-Geneviéve 15
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Exercice 19. Soient E un espace euclidien et p € L(E) un projecteur.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si : Vo € E, ||p(x)| < |z].

Sens direct Supposons que p soit un projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel F' de E. Soit
x € E. On a la décomposition :

z = p(z)+z —p(),
~ N———
cer eFL

et le théoréme de Pythagore donne : H:LH2 = Hp(urf)H2 + ||z —p(x)”2 > Hp(x)HQ, d’ou||p(z)]| < |||
(inégalité de Bessel).

Sens réciproque Supposons queVx € E, ||p(x)|| < ||z]|. On sait déja que p est un projecteur, c’est donc
la projection sur Imp parallélement a Kerp. Il s’agit de montrer que Imp et Kerp sont orthogonaux.

Méthode 1. Montrons que Imp C (Kerp)=T.
Soit y € Imp. Montrons que y € (Kerp)J‘. En particulier, y € E et puisque Kerp est un ssev
de dimension finie de E, on a E = Kerp & (Kerp)L. On peut donc écrire y = a + b, avec
a € Kerp et b € (Kerp)™®.
D’une part, a € Kerp et y € Imp = Ker(p — Id) donc y = p(y) = p(a +b) = p(b).
D’autre part, d’aprés Pythagore : ||y||* = ||a||* + ||b]|>.
En combinant ces deuz informations, on obtient : ||p(b)||* = ||a||® + ||b||>. Or, par hypothése,
Ip(®)]1* < [1b]|* donc ||al|* < 0 puis a = 0, d'oty = b € (Kerp)*. Ainsi, Imp C (Kerp)*t, ce
qui conclut.

‘ 2

Méthode 1 bis (Laure Teston). Montrons que (Kerp)t = Imp, par inclusion et égalité des di-
Mensions.
On a déji E = Kerp®(Kerp)© (euclidien) et E = Kerp®Imp (projecteur). Ainsi, dim(Kerp)®: =
dim Imp.
11 suffit donc de montrer que (Kerp)J‘ C Imp, pour conclure a l’égalité.
Soit x € (Kerp)™.
Par définition d’un projecteur, on sait que x — p(x) € Kerp. En déguisant :

lp(@)1* = e — (= p(a))|*,

et en utilisant l’orthogonalité des vecteurs x et x — p(x), on a (grace au théoréme de Pytha-

gore) :
(@)1 = Jel® + [l — p(a)]|*.

Par ailleurs, on sait par hypothése que ||p(x)||*> < ||z||*, donc
lz = p(a)[I* < 0

puis x = p(x), ce qui assure que x € Ker(p — Id) = Imp, et permet de conclure.

Méthode 2. Notons F :=Im(p) et G := Ker(p). Montrons que F' et G sont orthogonauz.
Soit (f,g) € F x G. Alors, par définition de la projection sur F parallélement a Kerp, on a :
VA eR, p(f+ Ag) = f. Par hypotheése, on a :

YAER, |I£]I> < |If + Agl?.

Lycée Sainte-Geneviéve 16 C. Vergé
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Conclusion 1. Posons ¢ : X+ |[f + Agl|> = A2 |[g]|* + 2 (f, 9) A + || fI>-

L’inégalité précédente se ré-écrit : YA € R, ¢(0) < p(N), ce qui montre que ¢ est minimale
en 0. Comme ¢ est dérivable en 0, on a par condition nécessaire d’extremum (local) que
©'(0) =0, i.e. 2(f,g) =0, ce qui conclut.

Conclusion 2. En utilisant une identité remarquable et en simplifiant, on obtient :

YA ER, A |g|* + 2X(flg) > 0.

o Sig=0g, alors on a bien (flg) = 0.

e Supposons g # 0p. Alors la fonction X — N2 ||gl|* + 2A(flg) est polynomiale, de degré 2,
et de signe constant, donc son discriminant est négatif. On a donc 4(f|g)2 < 0. Mass,
comme (f|g)? € Ry, on conclut par antisymétrie que (f|g)? = 0 puis que (f|g) = 0.

Méthode 2bis. En reprenant les notations précédentes, on a aussi VA € R, p(Af +g) = Af. En
utilisant I’hypothése, on obtient

IMFIP < 1IAF + gl

d’ou par identité remarquable et simplifications :
VAER, 2X(f.g) + gl = 0.

La fonction A — 2\ (f, g)+ Hg”2 est affine et toujours strictement positive, donc son coefficient
directeur est nul : d’ou (f,g) =0, ce qui conclut.

Exercice 20. A propos d’unicité dans Gram-Schmidt. Soit E un espace préhilbertien réel.
Soient (e1, ..., e,) une famille libre de E et deux familles orthonormées F = (f1,..., fn) € G = (g1,--.,9n)
de E telles que :

{Vpe[[l,n]], Vect (e1,...,ep) = Vect(fi1,...,fp) = Vect(g1,...,0p)
Vpe[l,n], (ep,fp) >0 et (ep,gp) >0.

Montrer que les familles F et G sont égales.

Correction. Remarquons que, pour tout k € [1,n], l'espace vectoriel Vect (eq,...,ex) est de dimen-
sion finie égale a k.
On va montrer que Vp € [1,n], f, = gp.
Fizons p € [1,n].
Considérons ’espace euclidien F' = Vect (e1,...,ep) dans lequel vivent les (fj)i<j<p et (gj)1<j<p car,
par hypothése, F' = Vect (f1,..., fp) = Vect (g1,...,0p).
Comme la famille F est orthonormée, f, est orthogonal a tout vecteur (fj)i1<j<p, donc est orthogonal a
Uhyperplan de F' suivant :

Vect (e1,...,ep—1) = Vect (f1,..., fp—1)-

Idem pour g,.

Ainsi, f, et g, se retrouvent orthogonauz d Uhyperplan commun Vect (e1,...,ep—1) de F.

Les vecteurs f, et g, appartiennent donc d une méme droite vectorielle (I’orthogonal d’un hyperplan est
une droite vectorielle en dimension finie), donc ils sont colinéaires.

Comme ils sont unitaires, on a f, = %g,.

Les conditions (ep, fp) > 0 et (ep, gp) > 0 empéchent le cas fp, = —g, et imposent donc f, = gp.
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’Ainsi, les familles F et G sont égales|.

Exercice 21. Orthonormaliser la base canonique de Ro[X| suivant le produit scalaire :

1 (PIQ) = / POQ 2. (PIQ) = P(-1)Q(~1) + P'(0)Q'(0) + P"(0)Q" (0).

Correction.

1. Notons ey =1; es = X ; e3 = X2 La famille (1, X, X?) est libre (famille de polynomes non nuls
et a degré échelonnées), donc on peut l'orthonormaliser grace a l'algorithme de Gram-Schmidt.

. H€1H2 =1 donc posons .

1 1
o (file2) =(11X) = 3 Posons g2 = ea — (ea|f1)f1 =X — 3 Par construction, (filg2) =0

1 1 1 1
De plus, 2:/ (t—) /<t2 ) t=-—4d = .
e plus, ||g2|| ; 5 | 15 done ||l i

Posons alors fo = 2 e, \/ﬁ( ) Des lors, || f2|| = 1.
g2
N 2 1
(el ) = (X7 = 5 et <e3|f2>=¢ﬁ(<XX> S1X%)) = .
Posons g3 = ez — (e3|f1)f1 — (es|f2) fa = XQ—;—rX\/ﬁ<X )

1
=X2-X+ 5 Par construction (f1lgs) = 0 et (falgs) = 0.

1 1 1 1.1 1
Ona|gs||* = (XQ—X+6]X2—X+6) = (XQ\XQ—X+6)—(X\XQ—X+6)+7(1]X2—X+6) =
1 1 1
— + 040 donc = ——. Posons alors 22— 6v5 <X2 ) )
180 losll = 575 fa = H93H 6

’(fl, f2, f3) est une BON de Ry[X] pour le produit scalaire considéré‘.

2. Notons e; = 1; e = X ; e3 = X2, La famille (1, X, X?) est libre (famille de polynémes non nuls
et a degré échelonnées), donc on peut l'orthonormaliser grace a l’algorithme de Gram-Schmidt.

e |le1]] =1 donc posons '

o (e2]f1) = (1|X) = —1. Posons ga = ea — (e2|f1)f1 = X + 1. Dés lors, (filg2) =0
ol 1. Done [ =X 11

o (esf1) = (1|X?) =1 et (es|f1) = (X +1|X?) =0.
Posons g3 = es — (es| f1)f1 — (es|fo) fo=X> =1 x1-0=X*—1
Dés lors, (filgs) =0 et (f2]g3) = 0.

. 1
lgall® = 4 donc ||gs|| =2 d’ot on pose | f3 = §(X2 1)

’(fl, f2, f3) est orthonormale pour le produit scalaire considéré‘.

Remarque : (:|) est bien un produit scalaire. Le seul point non évident est pour montrer qu’il est
défini. Si (P|P) = 0 alors P(—1) = P'(0) = P"(0) = 0. Et comme P € Ry[X], P = aX?+bX +c.
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Or, P'(0) = P"(0) = 0 impliquent que a = b= 0. Dés lors, P = c. Puis, P(—1) =0 donne ¢ = 0.
Ainsi, P =0 donc (-|-) est défini.

Exercice 22. On considérer{(x,y,z,t)E]R4 r+y+z+t=0, :c—y+z—t=0}.

1. Déterminer une base et la dimension de F'.

2. Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.

Correction.
1. Soit (z,y,z,t) € R:

rHy+ztt=0 Ty +z+t=0 z+2=0
(x,y,zat)EFﬁ{xy+zt:o {2y+2t=0 Tly+t=0

D'ou F = {(z,y, —x,—y) | (z,y) € R*} = Vect (e, ez), avec e; = (1,0,—1,0) et e = (0,1,0,—1).
La famille (e1,e3) est clairement une famille libre de R* donc ¢’est une base de R* et|dim(F) = 2|.

2. e Orthonormalisons (e1,ea) pour le produit scalaire canonique de R,
Remarquons que (e1|e2) = 0, donc il suffit de normaliser les vecteurs ey et ea donc avoir une

BON. . )
On a : e = |le2| = V2 donc on pose f1 := —(1,0,—1,0) et fo = —(0,1,0,—1).
lex]l = lle2]l pose fi ﬂ( ) et f2 ﬂ( )

la famille (f1, f2) est une BON de F‘

o Notons B = (€1,€9,¢€3,€4) la base canonique de R* et pp la projection orthogonale sur F'. On
calcule :

pr(er) = 1l f) fi+ (1 f2) fo = jifl 0= 1t,0,-1,0).

Deés lors,

| =

pr(es) = (E2lf) i+ (2l f2) f2 = 0 +1\}§f2 - §<10 1,0,-1).

~(e3) = (e + (e = +0=-(-1,0,1,0).
pr(es) = (eslfi)fr + (es]f2) f2 \/éfl 1 5( )
pr(es) = (ealf1)f1 + (ealf2) fo=0— ﬁfb = 5(07 -1,0,1).
10 -1 0
. . . 170 1 0 -1
o Ainsi, la matrice de pp dans la base canonique % est| Matg(pr) = 5121 o N Al
0 -1 0 1

Vérification. A% = A i.e. Matz(pp)?> = Matg(pr) car ppopp = pr vu que pp est un projecteur.
Remarque. rgA = 2, donc dimKerA = 2. On a ImA = Vect (C4,...,C4) = Vect (Cy,Cs) et
Im(pr) = F = Vect (1,0, —1,0), (0,1,0, 1)) et KerA = Ker(pp) = FL = Vect (1,1,1,1), (1, 1,1, —1))
(conséquence de la définition de F).
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™

Exercice 23. On souhaite déterminer m = ( %)I)lfRQ (z — (asin(z) + beos(z)))? d.
a,b)e 0

1. Justifier que m existe et que m € R.
2. On note F' = Vect (cos, sin).
(a) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de €°([0,7],R) et préciser sa dimension.
s
(b) Déterminer une base orthonormale de F' pour le produit scalaire (f|g) = / f(z)g(z)dz.
0

(c) On noteId: [0,7] — R . Quel est le lien entre Id, F et m ¢
r =z

3. En déduire la valeur de m.

Correction.

1. m= ( %)r)lfR2 Iy =infA ot A = {I, | (a,b) € R?} est une partie non vide (Ing € A) et minorée
a,b)e

(par 0) de R donc A admet une borne inférieure réelle d’otu ’m existe et m € R ‘

2. (a) cos,sin € €Y([0, 7], R) et (cos,sin) est une famille libre (prendre des valeurs de x particuliéres)
donc (cos,sin) est une base de F' et ’ F' est un R-ev de dimension 2‘

(b) o Comme remarqué en cours, les vecteurs cos et sin sont orthogonauz pour ce produit sca-
laire. I suffit juste les normaliser, pour obtenir une BON.

2 " 2 1 /= s s 2
o |lcos|® = / cos®(z)dx = = / (14 cos(2x))de = = — 0= —. Posons | fi =/ — cos|.
0 2 Jo 2 2 0

™ rTC 2
e |sin|?* = / sin?(z)dz = / (1 —cos?(x))dz =7 — T =T done posons | fao = \/78111 .
Jo 0 2 2 T

(f1, f2) est une BON de F‘

o Ainsi,

2
(c) |m = int Jid = £ = (uf |14 £]) = d(1d F)* = 1d = pr ()] = 1) ~ e (1))

On justifie x par le fait que pour une partie non vide et minorée A de R, on a : inf(A?) = inf(A)%.
En effet :

e D’une part, Va € A, 0 < inf A < a donc (inf A)2 < a® donc A? est minorée et sa bornée
inférieure est le plus grand de ses minorants d’ot (inf A)? < inf(A?).

e D’autre part, Va € A, 0 < inf(AQ) < a® donc \/inf(A?%) < a d’ou y/inf(A?) < inf A puis
inf(A?) < (inf A)2.

D’ou égalité.

3. Commencons par quelques calculs préliminaires :

*TC
zcoszdr = [rsinz]j — / sinzdr =0+ [cosz]§ = —2.
0

~TC

o Une IPP donne : (Id|cos) = /
0

o une IPP donne : (Id|sin) = / xsinzdr = [—x cos z|j) —I-/ cos = 7 + [sin]j = 7.
0 0
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Méthode 1. (fi, f2) est une BON de F' donc

pr(Id) = (Id| f1) f1 + (Id[ f2) f2
(Id| cos) (Id| sin) .

 lcos|? Isin]|*

I

2 2
ot (Id| cos) = =2 et (Id|sin) = 7 donc pp(Id) = —2 X — cos +m X — sin.
T 0

4
Ainsi, |pp(Id) = 2sin —— cos|. Remarque : il est clair que pp(Id) € F.
. fiemarque

Méthode 2. pr(Id) € F donc il existe (a,b) € R? tel que

pr(Id) = acos+bsin.

B p (Id — pp(Id), cos) = 0
Comme Id — pr(Id) € F, on sait que { (1 — ppe(Id), sin) = 0. Or,
(Id — pp(Id), cos) = (Id — a cos —bsin, cos) = (Id, cos) —a ||cos||* —b (sin, cos) = —2 — az,
= —7/2 =

doula=——1| et

T
4

(Id — pp(1d), sin) = (Id — a cos —bsin, sin) = (Id, sin) —a (cos, sin) —b [|sin||* = 7 — bz,
= = =7/2

dou[b=2].

4. o m=|Id—ppId)|* = |1d||* — |pr(Id)|*, d’aprés le théoréme de Pythagore.

m
3
e Et, ||lpp(Id)|* = (Id|f1)% 4+ (1d|f2)? car (f1, f2) est une BON. Donc

. Or, |1 =

Id| cos)? Id|sin)? 2 8
Ipray? = (ALs) QISP 2 gy ) 8o
[[cos]| [Isin]] m 7r
3 4 2
8 — 672 — 24
‘AmS@';mzl—f—ZW donc|m=""2"""°2|
s 37
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