PCSI 2 TD 23 - Intégration (Correction) Année 2024-2025

Calcul d’intégrales

Exercice 1. Primitives. Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur un intervalle a préciser.

In(t in(t 1
1. Par calcul direct : t — ﬁ, t— ﬂ, t— tan(t), t— —5——.
t 1 + cos?(t) 22 +t+1
In(¢ 1. .
e | Une primitive de t — Ii ) sur R est 5 In?|.
o sin
e | Une primitive de —— sur R est — arctan o cos|.
1 + cos?
T T o .
e Pour k € Z, on pose Ij, :== —3 + km, 3 + km { tan est définie et continue sur U 1.

kEZ

Pour tout k € Z, une primitive de tan sur Iy, est t — —In|cos(t)] ‘

1 2 1
e | Une primitive de t — ———— sur R est t — —= arctan (t + > .

202+t +1 V7 VT T

2. Par intégration par parties : t — (1 — t2) e !, t+s arccos(t).

e | Une primitive de t — (1 — t2) et surR estt— (t+1)%t|.

o | Une primitive de arccos sur ] — 1,1[ est t — tarccost — /1 — 2|,

In(t) R 1
t+¢(In(t)? VI+ V3

3. Par changement de variable : t —

In(t)

Une primitive de t — —————
t+t(In(t))

1
sur RY est x +— 5 In (1 + (In x)2> (chgt de variable w = Int).

Une primitive de t — sur R est z — 2arctan(y/z) | (chgt de variable u = V/t).

1
Vi+ Ve
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Exercice 2. Calcul d’intégrales. Calculer les intégrales suivantes.

€ dt /2 1
1. / ——. : in®(t)dt. 5. / tV1 — ¢2dt.
N0 3 / sin”(¢)dt ;
1 dt sin(t
o [
-1/2 3t2—3t—6 4 3—|-COS2
Correction.
1. /C \/dti = [2 lm&}e =2 (1 — (1112)]/2) (ou bien chgt de variable uw = Int).
> t\/In(t) 2

1
2. Soitt € R. On écrit : 3t> =3t — 6 =3(t + 1)(t — 2) et1:§((t+1)—(t—2))
1 1/ 1 1
donc —— = <>.Puis,
32—-3t—6 9\t—2 t+1
'1 dt 1 1 1 2 In10
— = _[n|t—2[—Injt+1 = (=In(2) —In(5/2) +In(1/2)) = = lIn ———— = ——— |
/1/23t2—3t—6 9[nl [ =Dt 41005, 9( 8(2) -~ In(5/2) + In(1/2)) 9" 2% 5% 2 9

3. Linéarisation. D’apres la formule d’Fuler, pour tout t € R :

it —it -1 ) ) ) ) -1
sin®t = (e;;) =% (63” — 3" + 37" — 673“) =% (2isin(3t) — 6isin(t))

1
=-2 sin(3t) + Z§l sint.

0 12 4 3
4.
. ﬂdt = ;1 " ;‘n/g)dt = ;1 [arctan <COM)]7r = ;1 <arctan <1> — arctan (1>)
0 3+ cos?(t) V3 Jo 1+<c<z;(§t)>2 V3 V3/le V3 V3 V3
S (W - W) T
V3L 6 6/ 3v3
Donc " __sin®) —

0o 3+cos2(t)  3v3|

—1[a-232]" 1
5. / tV/1 — 2dt = —/ H2(—2t)dt = — a7 |l
2 3/2 o L3
1 1
Sinon, le chgt de variables v = t* donne aussi / tvV1 —t2dt = 3|
0
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Détermination de limites

Exercice 3. Sommes de Riemann. Pour n € N*, on pose :

" 1 "k k (2n)\ /" 1=,
S boran(n) G- () a’

Montrer que les suites (Sp)nen+, (Tn)nen+, (Un)nen+, et (Wp)nen+ sont convergentes et déterminer leur

limite.
Correction.
zs—zn: ! 1znjf(k)ouffH 2 e ¢°([0,1],R)
- On = - ) 5 n & n 7
k=1 < ) k=1 1— (%)
2y |1 — | — 2
2n
1 1 1 t\1* T
Donc S,, — / fdt = 2 dt = {arcsm ()} = arcsin < ) —arcsin0 = —.| S, = —
" 1= () i :

2
Une IPP avec u : 1 — o) etv:ts In(1+1t) qui sont de classe €' donne :

2

1
1 t 142 1 In(2) 1 /1
tn(1+0dt = |=In(1+8)]| — [ = dt = 77/
/o vy R A R 2 2y 1+t
12 2141 t—1D(t+1)—1 1
or, _ +1 )(t+1) 14
1+t 1+t 1+t 1+t :
1 t2 1 t*l 1
Donc/ dt:/ t—1+ +In[l+¢]| =—=+1n2.
o 1+t 0 2

h&\»—‘

1
Finalement, / tin(l +¢)dt = ——=
0

Etudions la suite (InUp)pen=. Soitn € N*. On a :

n(U,) = 71l1n<(2n)!> N 1111(2n(2n1)...(n+1)> _ 1ln<ﬁ n+k> _iiln (Hz)

n"n! n NXNX-Xn

On reconnait une somme de Riemann :

o detIn(1+1t) € €°([0,1],R), ou bien
e deln € %°([1,2],R).

Dans tous les cas, par théoréme, on sait que la suite (InUy,)pen+ converge et sa limite (quitte d
faire le changement de variables u =141, ot t — ‘51) vaut

-1 2 4
/ 1n(1+t)dt:/ In(u)du = [ulnu —u)? =2In2—1=In4 —lne=1In—.
0 1 e

4
Ainsi, In(U,) — In —.
e

Enfin, par continuité de ’exponentielle réelle, on obtient |U, —

| =
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n—1

zln271
1
E f( )avﬁ('f z 2% € €9([0,1], Pt/ f(x dr—/ o2y — | © = —.
In2 0 In 2

1
Ainsi, | lim W, = —
n

2n
1
Exercice 4. On souhaite déterminer la limite éventuelle de la suite (up)nen+ définie par u, = Z ST
k=n
" 1 - 1
1. Soit n € N*. Montrer que Z —_ <y, < Z _—
= 2(k+n)+2 = 2(k+n)
- 1 In 2
2. Montrer que ETOO Z m =

3. Conclure.

Correction.
EZ:O 20+n)+1 k:Z:O 2(k+n)+1

Pour tout k € [0,n], 0 < 2(k+n) <2(k+n)+1<2(k+n)+2. La fonction inverse étant dé-

1 1
croissante sur RY , on a bien : Vk € [0,n], k) T2 < St 1 < )’ Ensuite, en

sommant ces inégalités entre 0 et n, il s’ensuit que

1. En faisant le changement d’indice { = k—n, on trouve que u, =

n 1 n 1
———— <u, < — |
kz:;]Q(k—&-n)—i-Q I;)Q(k—&-n)
n 1
2. Soit n € N*. Notons v,, = ]; m On a
" 1 n 1 1 & 1 1 & 1 1
%ZZ*ZZ%:* :727+7.(*)
= 2(k +n) = 2n(% +1) 2ni 1+ % 2n =1+ % 2n

est continue sur [0, 1], donc d’aprés le résultat sur les sommes de Riemann :

1
La fonction x —
1+

.1 1
72 k /0 T2 xz[ln]l—i—x”ézln(?).

1
Puisque o — 0, on déduit de (%) que
n

) " 1 In 2 In 2
HEIEMUTL—RET%ZW—T—I— 2
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3. En faisant le changement d’indice £ = k + 1, on trouve que

" 1 i 1 1 1 In2
=y =) - —= 40,
= 2k+n)+2 = 2(0+n) Z2(l+n) An+2 notoo 2

d’apres la question précédente.
" 1 - 1 1 In2
Sinon : — = —— = — —
I;Q(k—i—n)—i-Q kz:%]Q(k-‘rn—Fl) o 4(n+1) notoo 2
D’apres encadrement de la question 1. et par théoréeme d’encadrement, on en déduit que (uy)

In(2)
converge et |u, —— — |
n—-+oo 2

— 0.

Exercice 5. Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N*, par w, = ((n+1)(n+2)...(n+n))1/".
Déterminer un équivalent de u,,.

Correction. Soit n € N*.

De plus,

éln(n+k)=éln(n)+iln <1+:) :nln(n)+éln<l+i).

e (e i)

In étant continue sur [1, 2]
x +— In(1 4 x) étant continue sur [0, 1]
sommes de Riemann que

Ainsi,

, il suit du résultat de convergence sur les

Or, la fonction {

Zln<1+ > /2lntdt

e /ln + x)dz,

ot

2 4
/ In(u)du = [ulnu —u)? =2In2—1=1In4 —Ilne=In-.
J1 €

4
Par continuité de la fonction exp en In—, on en déduit que
e

n—+400

1 & k 4 4
exp < Z In (1 + )) —— exp(ln—) = - #0.
et n e e

4
Finalement, on obtient que |u, ~ —n/|.
e
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Exercice 6. Intégrale type Césaro. Soient L € R et f € €°([0,4+00[,R) tels que lir}rl flx) = L.
T—r+00

N
Montrer que xgrfoo - /0 f(t)dt = L.

Correction.

1

o Pourxz >0, on pose F(x) := 7/ f(t)dt et on écrit |F(x) — L| = — / (f — L)‘ < 7/ |f(t) — L|dt.
xJo T {Jo x Jo

o Fizons e > 0. Par hypothese, EIE f(z) = L donc il existe A > 0 tel que : YVt > A, |f(t)— L| <

DO ™

o Pour x > A, et en utilisant la relation de Chasles, on a :

1 A 1 (=
@) - Ll <o [T —Liat+ o [ 17w - Llar

K 1 [*e A
< —+ */ —dt ou K = / |f — L| et en utilisant la croissance de l'intégrale
T xJaA 2 0
K x—A:s
= 4 -
T r 2
K ¢ r— A
<—+Z car 0 < < 1.
T 2 T
K K
e Or, — ——— 0 donc il existe B > 0 tel que : Vx > B, — < S
xr x—+oo T 2

o Posons C = max(A, B). Dés lors : Ve > C, |F(x) — L| <e dou| lim F(x)=L.

r—r-+00
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Exercice 7. Lemme de Riemann-Lebesgue (HP). Soit f € €'([a,b],R). Pour tout n € N*, on pose

I, = /ab f(z) cos(nz)dx.

Montrer que I, —— 0.
n—-+0o00

Correction.

sin(nz)

o Soitn € N*. A l'aide une IPP (avecu = f etv:x toutes deuz de classe € sur [a,D]),

on trouve que :

I = | f(x sm } / o smnac

= 1 (f(b)sin(nb) — f(a)sin(na) / Pz bln nx)

n
o Idée : On montrons que lim I,, = 0 en majorant (I,) par une suite qui tend vers 0.

o En appliquant l’inégalité triangulaire, il vient :

b : .
Tl < L 150)sin()] + - |7(a) sinna)| +| [ f’(x)SIHS,Lm)dm|
< ‘fflb)’ + yfgl)‘ +71L/ab|f/(m)|]sin(nm)dx car |sin| <1, a<b, et /abh < /ab |h|
< ‘fnaﬂ + 1) '(z)|dx car |sin| <1 eta<b
K b
= ot K = |1(a)| + 1/ 0)| + [ 17/ @]de.

K K
o Ainsi, Vn e N*, 0 <|I,,| < — et lim — =0 donc par théoréme d’encadrement | lim I, =0]|
n n—+oo n n—-+oo

e Remarque : on montrerait de la méme maniére que J, := / f(z)sin(nz)dx — 0, et on pourrait
Ja

b .
aussi en déduire que K, := / f(z)e"*dx — 0 en écrivant K, = I, + iJy.
a
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2z ot
Exercice 8. Fonction définie par une intégrale. Soit ¥ : x — / e?dt.
x

1. Justifier rapidement que ¥ est définie sur R*.
2. Montrer que U est de classe €' et déterminer U'.

3. A Uaide d’un encadrement de la fonction intégrée, déterminer la limite de U en 0.

Correction.

t
e
1. La fonction intégrée t — n est définie et continue sur R*.

On cherche les © € R tels que
s
[x,2z] C ]—00,0]
Xy
[x,2x] C |0, +00]
ce qui équivaut ¢ © <0 ou x > 0.
lensemble de définition de ¥ est D = |—o00,0[ U ]0,4o00[=R*

Ainsi,

t
e
2. Alternative (1 et 2 en méme temps). La fonction t — — étant dérivable sur R*, elle admet

des primitives sur tout intervalle I inclus dans R* (prenons par exemple I =RY et I =R" ).
Soit F' l'une d’elles.
Alors, ¥ : x — F(2x) — F(z).
En tant que primitive de fonction continue, F est de de classe €' sur I, donc par composition et
différence, U est également de classe €' sur I, pour I = R% et I =R sans restriction.

2x T T (,T
Donc| W est définie et de classe €1 sur R*, et W' : x — 2F'(2z) — F'(z) = 262—3: — % = e(ew—l)

3. Déterminons la limite de ¥ en 0.
> On commence par déterminer la limite en 0.

Montrons que
V>0, €ln2 < ¥(z) < *In2.

On pourra en déduire, d’apres le théoréme des gendarmes que| lim W(z) =1n2|.

z—0t
Fizons x > 0.
On a o ot o2
Vit e [z,2z], TS TS

Par croissance de l’intégrale avec les bornes dans le bon sens, on a

2x T 2x ,t 2¢ 2x
/ Cat < / Cat < / °_at.
z z T . t
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Dot 2 2w Lt 2
xT 1 ¥ L X 1
eﬁ/ Sdt < / Cat < 25”/ Zdt
N—— — N——
=In2 :\I/(g:) =In2

> On établit de la méme maniére que

V<0, €®In2 < ¥(z) < ¢“In2

D’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que | lim V(z) =In2|

z—0~

> | Ces deux points montrent que la limite de ¥ en 0 existe et vaut In 2 ‘

Exercice 9. Intuition, puis preuve rigoureuse. Soit p : z — /2 e Tsntqt. Montrer que ¢ admet une
0
limite finie en O et la déterminer.

Correction.

e En 0. Ona¢(0):/§1dt:g.
Jo

e Limite en 0.
Soit x > 0. La fonction t — e~ 50

T
est décroissante sur {O, 2} (on utilise la positivité de x).
D’ou
Vi e |:07 W] 7 e—zsing < e—:l:sint < e—fL‘SiHO.
2 N——
—e~ T =1
Par croissance de l’intégrale, on obtient

et < /72‘ fxsdet < I
2 — Jo 2"
[ —
o(x)
T
Le théoreme des gendarmes assure [’existence de la limite et lim+ o(x) 5|
z—0
o Limite en 0~. Ce cas se traite de la méme maniére. On obtient| lim ¢(r) = g .
z—0~
T
Les limites en 07 et en 0~ coincident et valent ©(0), d’ou l’existence de la limite en 0 et lin%)go(w) =5
x>
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Exercice 10. Intégrale de t" f(t) : limites. Soit f : [0,1] = R continue.

1 1
1. Montrer que / t"f(t)dt —— 0 ou encore / t"f(t)dt = o(1).
0

0 n—-+0o00

1 1
2. En fait, montrer que / t"f(t)dt = O(—).
0 n

1-6 1
3. Soit 6 €]0,1]. Montrer que / t"f(t)dt = o(—).
0 n

Correction.

1. Notons K = m[%yi |f(z)], ce qui est licite, car f est continue sur le segment [0, 1].

On a pour tout n € N,

‘/ t" f(t) df‘ / t"f(t ‘ inég. triangulaire
S/ t"‘f(t)‘ dt a vous
0
1
< K/ t" dt définition de K, et croissance de l'intégrale
Jo
< K ! .
- n+1

Le membre droit tend vers 0 quand n — +o00.

1
D’aprés le théoreme des gendarmes, on en déduit que / t"f(t)dt ﬁ 0l
0 n—-+0o0

2. Les calculs de la question précédente montrent que

1 1
[ ] < Kmg on K = max |£(a)
1 1
ce qui est exactement la définition de /0 t"f(t)dt = O(n n 1).
Et comme T %, on a aussi

L 1
/Otf(t)dt—(’)(g).

Remarque. Le « en fait » dans la question s’explique par le fait que ['on peut retrouver le résultat
de la premiere question.

1 1 1
En effet, comme — = o(1), un grand O de — est un o(1), d’ou / t"f(t)dt = o(1).
n n 0

1-6 1 1-6
3. Montrons que / t"f(t)dt = 0(—) c¢’est-a-dire / nt" f(t)dt —— 0.
0 n 0

n—-+00
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On a
1—9 1—6
’ / nt" f(t) dt) < / nt"|f(t)] dt par inég. triangulaire
Jo Jo
1-6
§K/ nt" dt ot K = max_|f(x)|.
Jo z€[0,1]
Or
1-6 n 1 1-§ n )
/ nthdt = | = (1=6)"" —— 0 carl—6€0,1]
0 n+1 0 n+1 n—s+oo
1-6
D’apres le théoréme des gendarmes, on obtient / nt" f(t)dt —— 0.
0 n—+00
Autre facon de présenter la preuve. On a
1-9 1-6
‘/ t"f(t) dt) < / " f(t)] dt par inég. triangulaire
0 0
1-6
< r[I(l)aﬁ( |f ()] / t" dt car [ est continue
) 0
1 n+1
= (1—9) calcul
n+1
1 ,
= 0(7> car (1 —0)"™ ——— 0.
n n——+o00

Ainsi,
1—-6 1
’ / t"f(t) dt‘ < quelque chose qui est un 0<7)
Jo n

Donc (pourquoi ?)

/.]6t"‘f(t)dt - o(l).

JO n

Exercice 11. Intégrale de t" f(t) : DA a 1 terme. Soit f : [0,1] — R continue. On veut montrer que

. _f 1
/0 rr)dt = L + o(;).

n

1. Prouwver le résultat dans le cas ot f est supposée de classe €.

2. On suppose ici seulement f continue et on suppose que f(1) = 0.

(a) On fizre € > 0.
Montrer qu’il existe 6 €)0,1] tel que

1

€

VneN, ‘/ nt"f(t)dt| < =

1-6 2
Pour ce §, montrer qu’il existe ng € N tel que

1
Yn > no, ‘/ nt"f(t)dt| < e

0
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(b) Conclure.

3. Prouver le résultat annoncé.

Correction.

1. On suppose [ classe €.
Etape 1. Un calcul exact a n fixé.

1
On pose u : t +— ?tnﬂ et v=f qui sont de classe €".
n

Une intégration par parties donne

! n . 1 n+1 ! 1 ! n+1 p/
| erwar =[] - — [t
o : o g
n - o n+1 g/
/0 e = n+1/0 P (1) dt (%)

Etape 2. Un calcul asymptotique.
1

Montrons que/ " dt = o (1).
0 n——+o00

Comme f' est continue (car f est de classe €*), on a (a détailler) :

1 1
]/ t”“f’(t)dt‘ < max\f’|/ L

0 [0,1] 0
—_——

_ 1
T nt2

1 1
Par théoreme des gendarmes, on en déduit que / t"“f’(t)dt T> 0, donc / t”+1f’(t)dt =
0 n—-+o0 0
o(1).

En multipliant par
n

ll/oltn“f’(t)dt_o( ! )

, l
T 0naa0rsn+ 1

1 1 )
~ —, 0N a ausst
n—+1 n

Comme

ni : /01 L () dt = 0(%)

Grace a (&), on en déduit

L f(1) 1
/0 fHdE = S+ o(=).
fQ@)

On termine en faisant apparaitre

T _ f - f 1
/0 efydt = S 4 —) + o<ﬁ),
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1 . -1 P 1
et en constatant que — —, qui vaut ——, est négligeable devant —.
n+1l n n(n+1) n
Ainsi,
1 f(1) 1 1
n — _ —
/0 R = S 0(n> + o(n)

d’ou le résultat.

2. (a) On fizee > 0.
e Premiére étape : existence de 4.
Comme f est continue en 1, il existe 6’ > 0, tel que

Vie[1-4,1448]n]0,1], |_f(t)—£} <
=0

DO ™

En posant § = min(d’, 1), on a

Ve -61), |f(1)] <

DO ™

Ainsi pour tout n € N,

1 1
‘/ nt" f(t) dt‘ < / nt"|f(t)|dt  inég. triangulaire (avec des bornes ordonnées)
1-6 1-0

1

€

< / ntnﬁdt inég. précédente et croissance de l'intégrale
1-96

1
e
< 7/ nt"dt.
2)1i-s

1 1
n n
nthdt = |t = (1-a-om1) < 1.
1—§ n+1 1-6 n+1
——
<1 <1

Ainsi, on a montré qu’il existe 6 > 0 tel que

1
VneN, ]/ nt"f(t)dt| < %
1-6

e Deuxiéme étape : existence de ng.
Soit n € N. D’aprés la relation de Chasles, on a

1 1-46 1
/0 nt" f(£) dt = /0 nt" f(£) dt + /1_6nt F(t) dt.

Par inégalité triangulaire, on a

‘/Olnt”f(t)dt‘ < ‘/Ol(snt”f(t)dt‘ + ‘/llént"f(t)dt).
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Grace a la premiére étape, on a donc :

S

VneN, ‘/Olnt"f(t)dt) < )/{Jl_dnt"f(t)dt‘ + 3

1-0
Or d’apres l’e:rercz'ce (qu’il faut savoir refaire), on sait que ‘ / nt" f(t
Jo

Par définition epsilonesque de la limite, il existe ng € N tel que

3

1-0
Vn > ng, ‘/ nt”f(t)dt‘ < 7"
0

En reprenant ({), on obtient ce qu’il fallait prouwver :

Vn > no, ‘/Olnt”f(t)dt’ < el

(b) A la question précédente, on a montré

1
Ve>0, dngeN, Vn>ng, ‘/ ntnf(t)dt‘ < e.
0

Autrement dit, comme f(1) =0, on a montré

/1nt”f(t) dt — (1)
0

n—-+o0o

()

)dt‘ — 0.

n—-4o00

3. On se rameéne a une fonction g continue telle que g(1) =0 en posant g : x — f(x) — f(1).

La question précédente montre alors que

1
/ nt"g(t) dt —— 0.
0

n—-+o0o

-1 -1 -1
/ nt™ f (1) dt — / nt"g(t) dt + / nt™ (1) dt car £(t) = g(t) + £(1)
0 JO 0

1 1
/ nt"g(t)dt + f(l)/ nt" dt .
0 0

—_—— ———
—0 n
= —1
n+1
Par somme de limites, on a
1
|ty dt —— s

Lycée Sainte-Geneviéve 14
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Formules de Taylor

2 J;3 1:2 $3

T
Exercice 12. Montrer queVx e Ry, r — — 4+ —— <In(l+2z2) <x — — 4+ —.
Indication : on pourra penser a la formule de Taylor avec reste intégral.

2
"
Correction. Notons f : x — In(1 +x) et fizons v € R, On reconnait que In(1+ x) — (.T - 2) est le

reste de Taylor de f en 0 & Uordre 2. Puisque f € €°(Ry,R), on sait d’aprés la formule de Taylor avec
reste intégral que ce reste est de la forme :
T (1t 2
[,
o (L+1)

Montrer la double inégalité revient montrer cet encadrement pour le reste intégral :

$3 /:r (fL’-t)2 11]3
—_ < dt < —.
30 +2° S G+0p" ™73

Ona:0<t<xdoncl<(1+t)® < (1+x)> Par décroissance de la fonction inverse sur R et puisque
(x — )% >0, on obtient
(v —t)? - (v —t)?
(1+z)3 = (1+1¢t)3

Puis, par croissance de l'intégrale sur le segment [0, x], il vient :

1 g T (x _t>2 -

" " 31 3
Or, | (x—t)*dt= [ (t—x)%dt= [(t — =) ] =2 done
I I 0

< (z—1t)%

Jo Jo 3

3 3

T L s
3(1+2)3 ~ Jo A+t =3 L1 '

Exercice 13. Taylor-Young. Soient I un intervalle de R, f € ‘53(1,((3) et a € I. Déterminer

1
Jdim s (fla+3h) = 3f(a+2h) +3f(a+h) = f(a).

Correction.

1
o Posons g : h 3 [f(a+3h) —3f(a+2h)+3f(a+h) — f(a)]. La fonction g est définie sur un
voisinage de 0, privé de 0, que l’'on notera V.

o D’apres la formule de Taylor-Young d lordre 8 au voisinage de 0 : f(a + h) = f(a) + hf'(a) +
h? h3 . -
" F@) + 2 @) + o(h?).

Lycée Sainte-Geneviéve 15 C. Vergé
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o Ainsi, au voisinage de 0,

3
() = 1@ + 3 (@) + C2E i@y + B0 ) 4 o) — f(a)
2
-3 (f ) +2hf'(a 22) f(a) + (2;) 1 )(a)+o(h3))
+3<f ) +hf'(a f() ff ()+0(h3)>

= 13 f®(a) + o(h).

+ Dot g(h) = fOa) + o(1). Puis, | T g(h) = f*(a) |

e Remarque. On peut aussi rédiger avec des sommes. En écrivant :

) (q
@)= 3 L0k 4 o

k=0
et
3 ¢k
fla+h) = kzzo ! k!(a) Bk -+ o(h?)
3
S (a)
f(a+2h) kz:% i (2h) (h?)
3
S P (a)
f(a+3h) kz:% 5 (3h) (h?)
et en sommant, on obtient :
3
Fla+3h) —3f(a+2h) +3f(a+h) — Z o k, %) [(3h)F 3 x (2h)" + 3% + 0F] + o(h?)
= (1—3+3—1)f( )+ f(a)h(3 =3 x2+3—0)
+fﬂ2(a)h2(323x22+30)

(3)
+ f;(a)hf”@?’ —3x224+3-0) +o(h®)
= f®(a)h?® + o(h®).

Meéeme conclusion.
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Exercice 14. On note f Uapplication définie sur | — 1,+oo[ par f(x) =In(1 + ).

1. Ezxpliciter f™ (), pour tout réel x €] — 1,4o00[ et pour tout entier n € N*,

2. Déterminer me(ﬁ ‘f( ) ‘ pour tout entier n € N*.
z€|
n (_1)k+1 L
3. A laide d’une formule de Taylor, démontrer que Vx € [0,1], In(1 4+ z) = lim Z —z".
n—-+00 =1 k
Correction.

1.

La fonction f : x — In(1+42x) est de classe €°° sur Uintervalle | —1,400[. On vérifie par récurrence
(—1)" 0 — 1)
(1+ )"

que, pour tout x €] — 1, +o00| et pour tout n € N*, on a | f™(z) =

!
Soitn € N*. On a : |f™ ()| =
)n
D! : o
est clairement continue décroissante sur le segment [0, 1]

(n=1)!
(14z)"
(n
(I+a)"

donc elle est maximale en 0, et son maximum vaut

Méthode 1. La fonction x —

max | ) (z)| = [ (0)] = (n - 1)!|

z€[0,1]

Méthode 2. f € ¢~ ([0,1],R) donc en particulier f™) est continue sur le segment [0,1] donc
bornée et atteint ses bornes (d’aprés le TBA). Le maximum est donc bien défini.
D'une part, pour = >0, on a (1+z)" > 1, d’'ou | f™ (z)| < (n—1)!. Le réel (n—1)! (indépendant
de x) est donc un magorant de | f™)| sur [0,1]. Donc 1?[%%] ‘f(”) (zc)‘ <(n—1)L

€T

D’autre part, |f™(0)| = (n — 1), donc ce majorant est atteint, ¢’est donc le mazimum de |f™|
sur [0, 1].

Soient = € [0,1] et n € N*. f € €"([0,1],R) et Yz € [0,1], \f(”“)(x)\ < n! donc d’apres

l’inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n appliquée a f entre 0 et x, on a :

n k:+1

In(1+z)— Z

‘xn-i-l’ 1
< n! < )
(n+1)! n+1

Puisque ——— 0, on a par théoréeme d’encadrement la conclusion attendue.

n-+1 n—=+oo

Lycée Sainte-Geneviéve 17 C. Vergé
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Exercice 15. Inégalité de Taylor-Lagrange. Soit f € €°([0,1],R).

ar
On suppose qu’il eziste a € [0, 1] tel que pour tout x € [0,1], f(x) = / f(t)de.
0

1. Montrer que f est de classe € sur [0,1].
2. Pour tout n € N, calculer f™ et en déduire f™ (0).

3. Montrer que f est nulle sur [0, 1].

Correction.

1. Rédigeons une récurrence. Par hypothése, f € €°([0,1),R).
Soit n € N tel que f € €"([0,1),R).
En particulier, f est continue sur R donc admet des primitives. Soient F' celle qui s’annule en 0
et ¢ : [0,1] — [0, 1] définie par ¢p(x) = az.
On a alors : f = F o ¢, avec ¢ qui est clairement de classe €°°(R,R). De plus, en tant que primi-
tive, F est dérivable et F' = f € €". Ainsi, F € €.
Ainsi, la composée f = F o ¢, est encore de classe €™ 1.
Par récurrence, on a bien f € €" pour tout n € N i.e. ’f € ¢>([0,1],R) ‘

2. Soit n € N.
f=Fo¢donc f =F opxa=afodo.
Puis, f" = a’f' o ¢. En itérant, f =a"f Vo g (formule de récurrence).
Donc la formule explicite est :

M =grfrDog =q"a" 1 fDopop=..=a"...ax fodo---o¢ puis
—_———

n fois

) (z) = o™ f(a"x), pour tout x € [0,1] et n € N|.

Comme f(0) =0, on a : | f™(0) = 0 pour tout n € N|.

3. On a des informations locales sur les dérivées successives de f en 0 et on veut des informations
globales sur f.
Soientn € N et x € [0,1].
On a :Vk € N, f(k)(()) = 0 donc les fonctions polynomiales de Taylor associées a f sont toutes
nulles.
De plus, Vt € [0, ], |f("+1)(t)] = |a"(”2+l)f(a"t)|. Or,0<a<1etfe®°0,1],R) donc d’aprés
le TBA, f est bornée, d’ou il existe M € Ry tel que |f| < M (remarquons que M est méme
indépendant de n). Ainsi, ¥Vt € [0,1], [fPTV()| < M, et f est de classe €™ sur [0,1].
D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange, a l'ordre n € N, entre 0 et x, on a :

|xn+1| M
M <
4+ — (n+ 1)

[f(2)] <

car x € [0,1]. Cette inégalité étant valable pour tout n € N, on obtient, par théoréme d’encadrement,
que f(z) =0, cela pour tout x € [0,1], d’ou ’ f est nulle sur [0,1] ‘

Lycée Sainte-Geneviéve 18 C. Vergé
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Exercice 16. Régularité. Soit f : R — R continue par morceauz (c’est-a-dire continue par morceaus sur

tout segment de R). On pose
p: R — R

i/omf six#0

£(0) six=0.

T

1. Justifier que @ est bien définie.

2. On suppose [ continue. Montrer que ¢ est dérivable sur R* et est continue sur R.

3. On suppose f dérivable. Montrer que o est dérivable sur R et déterminer ¢’.

Correction.

1. On considere Uintégrale d’une fonction continue par morceaur sur un segment, donc c’est licite.

xX
2. Comme [ continue, le théoréme fondamental de l'analyse affirme que F : x / f est de classe
0

€' et F' = f. BEn particulier, F'(0) = f(0) et la fonction ¢ a donc le visage suivant :

p: R — R
F >
(z) six#0
T — x
F'(0) six=0

e Par opération, ¢ est dérivable sur R* et

Autre justification. Si l’on n’a pas nommé de primitive pour f, on utilise le théoréme fondamental
de Uanalyse (encore lui) pour justifier la dérivabilité de o sur R™ et :

. -1 (%, 1

o Continuité en O.
La fonction F étant dérivable en 0, on a

Flz) — F'(0),

T x—0

ce qui se traduit pour ¢ par ¢(x) — ©(0).
T—r

Ainsi, p est continue en 0.

Ainsi, | @ est dérivable sur R* et continue sur R ‘

3. Etude en 0. Reprenons les notations précédentes. On a

F@) g ,
vepo, PRO) _ T O _ Fw) = PO
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Comme f est dérivable, la fonction F' est deuz fois dérivable, et la formule de Taylor-Young peut

s’appliquer :

F@):F@+F@ﬂ+%ﬁmnﬂl%@%

Comme F(0) =0, on en déduit :

Donc

Ainsi, | ¢ est dérivable en 0 et ©'(0) = = f'(0) |.

Résumons. La fonction ¢ est dérivable sur R et|¢' : R — R

x;fj+iﬂ@ iz 20

%f’(()) six =0

Exercice 17. Un grand classique. Soit f une fonction de classe €° sur [0, 1] telle que f(0) = 0.
En utilisant ’inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que

zn:f(%) -y f’;O).
k=0

n—-+oo

En déduire

i () et T (14 )

n
Correction. Notons S, = Z f(%)
k=0

Appli

quons ’inégalité de Taylor-Lagrange a f & Uordre 1 en 0 (licite car f € €* sur [0,1]). On a
, P

ot M est un majorant de |f"| sur [0,z]. Prenons M = max |f"|, qui ne dépend pas de x.

[0,1]

Soit n € N. On a alors

k
n?

<3 (a)

veenl |f(=) - F0)
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D’apres inégalité triangulaire, on a

" k - k k
’Sn — Z f’(O)—Q‘ < Z ’f(—2> — f’(O)—2 par inégalité triangulaire géné dans C
k=0 o= K
"M kN2
< Z o (ﬁ) par somme de ce qui précede
k=0 =°
M 1)(2 1
< o1 X n(n + )6( ntl) car M est indépendant de k.
In

1
Le membre de droite est un O(—) donc tend vers 0.
n

D’apres le théoréeme des gendarmes,

n k
— / —
S, f(O);)n2 — 0
"k I nn+1) 1 . |
OT’ Z ? = ﬁ 2 ~ 5, d ou
k=0
=k f'(0)
, — >
k=0
Comme

o= (S TOY 5) 4 oy L
k=0

k=0

on en déduit par somme de limites que

f'(0)
Sn n——+o00 2
Application.
- k & k
L sin (— | est du t — ) a Do si i est de classe €° et vérifi
e La somme ];)Sln(nQ) est du type kz:of(nQ) avec f : x sin(z) qui est de classe et vérifie
F(0) =o.
On a donc
"k cos’(0) 1
I;)bln (ﬁ) n——+o0o 2 B 5 ’

n
k
e On transforme ce produit H (1 + 7) avec le principe bien connu suivant
)
k=0

exp(In produit) = exp(sommeln)
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PCSI 2 TD 23 - Intégration (Correction)

Année 2024-2025

On pose f:x v In(14 ) qui est de classe €* et vérifie f(0) = 0.
On a donc

n Lk 110 B 1
];)ID (1+ ?) n—-+o0o % o 5 ’

1
Par continuité de ’exponentielle en 3 on obtient :

I1(+%) —— e (5) = e

2
h—0 n

Exercice 18. Dans ’esprit de Kolmogorov. Soit f une fonction positive ou nulle de classe €2 sur R.

On suppose que f" est bornée et 'on note My = sup | f"(z)|.
zeR

Vo € R, |f/(z)] < \/2Maf(z).

Montrer que :

Correction. Soit x € R. Appliquons ['inégalité de Taylor-Lagrange a f :

, h? M,
Vh ER, |f(z+h) = f(z) - hf' ()] < ——,
d’ou, par inégalité triangulaire et comme [ est positive,

VhER, 0< f(v+h) < f(2)+hf (@) +

Le trinome en h :
Mah? + 2f(x)h + 2f(x)

est toujours positif, donc son discriminant est négatif :
4f(z)? — 8Myf(z) <0,

d’ot puisque f et My sont positifs :

f'(@)] < \2Maf(x) |

h2 M,

Lycée Sainte-Geneviéve 22
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Exercice 19. Inégalités de Kolmogorov. Soit f € €*(R,R) telle que f et f" soient bornées sur R.
On pose My = sup |f(x)| et My = sup | f"(x)].
Tz€R zeR

1. Montrer que pour tout x € R et pour tout h € R’ , on a

My h?
2

ot @)~ fa) 4 hf ) < M2

[f(z+h) = f(z) = hf'(2)| <

2. A laide de U'inégalité triangulaire, montrer que pour tout x € R et pour tout h € RY_, on a

3. En déduire que f' est bornée sur R et que

su§|f/(3:)| < V2MyMs.
S

Correction.

1. Soient x € R et h € RY.. On rappelle l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée d f de classe ¢

b—al?
Veh) R 10 - o)+ £ )0 - o)l < Kop 5
a
ot K, est un majorant de |f"| sur [a,b].
On peut prendre My = sup |f"(x)| (qui ne dépend ni de a ni de b).
zeR
En appliquant ce qui précede a a = x et b= x + h, il vient
My (£h)?
flah) — [f@) + (@hf)] < LEE
donc
Msh? Msh?
fle+h) —f@) —hf@)| < == et |flz=h)~f@)+hf(@)| <=

2. 1l faut « retourner » f'(x) avec les expressions de la question 1.
On voit que

[(f(z = 1) = f(@) + hf'(2)) = (f(z = h) = D] = [(f(x + ) = f(2) = hf'(2)) = (f(z + h) = )]

vaut 2hf'(z). D’ou, par inégalité triangulaire :

2h|f'(2)] = [f(z = h) — f(z) + hf' (@) + |f(z = W) + [f(z + h) = f(z) = hf'(2)] + [f(z + h)]
< ]\/IQh; + My +]\/12h22 + My

< Myh? + 2M,.
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En divisant par 2h (qui est > 0),

M,
|f(z)] < My + 70 .
hMs M
3. e D’aprés la question 2., on a : Vh > 0, Vx € R, |f'(z)| < TQ + ho Ainsi, Yh € RY,
indépendant de x
Moh M,
TQ + TO est un majorant de {|f'(z)|, z € R}. On en déduit que ’f’ est bornée sur R | et
que
Msh M,
Vh e R, sup|f'(z)] < —— + =
zeR 2 h
P M. M,
e Ftudions g: R} — RY . g est dérivable sur R et Vh € RY, ¢'(h) = 2 —20.
b s Moh 4 Mo 2 h
2 R

— Si My =0, alors " =0, donc f est affine. Comme de plus f est supposée bomée on en
déduit que f est constante. Dans ce cas, f' =0, donc sup |f(x)=0<0=+/2

2M,
— Sinon My #0, et g'(h) > 0 <= h? > h>‘/ . Notons hg := | MO
2

x ST Mo =0, alors f =0, doncf—O doncsup]f \—0<()—

* Sinon, hg € RY donc g est décroissante sur |0, ho] puis cmissante sur [ho, +00[

donc g est minimale en hg. Or, aprés calculs, g(hy) = /2 . Ainsi, la encore,
su£|f/(x)] < g(ho) = V2MyMs.
xe

Finalement, dans tous les cas, |sup |f'(x)| < v/2MoMs |.
zeR
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Exercice 20. 1 sur 1 — z. On considére la fonction ¢ : x —

1
Ve définie sur [0,1].

1. Justifier que ¢ est de classe € sur [0, 1] et calculer ses dérivées successives.

2. (2a) Prouver l’inégalité :

VneN, Gn+2><4wﬁ
n—+1

(2b) Pour tout couple (t,x) de réels tel que 0 < t < x < 1, vérifier les inégalités

x—t1

n (2k
3. Soit x € [0,1[. Montrer que la suite (Z Mm’“) N converge et déterminer sa limite.
=0 ne

Correction.

1. La fonction ¢ est de classe € sur [0, 1] par opérations.

Montrons par récurrence que ¥Yn € N, H,, ot

, (2n)! _2n41
Hy o« o™ 2z o] (I1—x) 2 ».
2 x0)! : =
> Ho est vraie. En effet, la fonction x — ( ) (1 —.17)_“(2)+1 =(1 —T>71 est exactement ¢ donc

400!
o0,

> Soit n € N tel que H,, est vraie.

Montrons Hp+1. Pour cela, on utilise que @) = (M)’

Ainsi
2n)!  —(2n+1) Congl (2n)!  (2n+1)(2n+2)  2(nt1)+1
(n+1) PRI ( -1 1—: L _ —X
7 T g X g Fxma) I To e el S
(Q(n + 1))!

T4 t(n 41)!
ce qui est exactement Hyy1.

2. (2a) On peut procéder par récurrence.

2n+2 (2n+2

Ou bien fizer n € N et remarquer que 4" = (1 +1)*"+2 = Z f ) et enfin constater

k=0

. . . . (2n+2
ue cette somme d’entiers positifs est supérieure a l'un d’entre eux, a savoir .
p) + 1
n

(2b) Fizons (x,t) € [0,1[%. Procédons par équivalences successives. On a

x—1

0<x—t 1-2>0
1-t

0< — s
A r—t<(1—t)x 0<(1—a)t =0

<z <= 0<z-t< (1-t)r = { t<x
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3. Soit x € [0,1].
On peut penser a utiliser 'inégalité de Taylor-Lagrange.

M) 1 (2k)! —ery ()
= (1 -0)" 2 =kl
k! k! 4F k! 4k

La fonction ¢ est €°° sur [0,1[, et on a VkeN,

Pour tout n € N, on a donc

‘ ( ) i (Qkk) k‘ < K |$’n+1
p\r) — 7]{333 = n,a:i'y
= (n+1)!
ou Ky, est un majorant de ™D sur [0, z].
On a (2n 1 2)! .
n—+2)!
Ve o,z D@ = L) = X .
—_——
2n+-2
=(n+1)!x (47;:_11)
(2n+2)
D’apres la question précédente, on a 47;:31 <1
Par croissance de la fonction t — ———— -, on a donc
—_ )ty
vie[o,a],  [o"TV@)] < (n+ 1) x
(1—a)+3
1
On peut prendre Ky, , = (n + 1)l ——.
(1 o m)n+§
D’ou o
" (3
k k
o) = S kg < T
‘ l;) 4k ‘ (1 _ m)n-&-%
n

. . €z -
Hélas, aucune raison pour que (17) tende vers 0. échec
x

Du coup, on prend la formule de Taylor avec reste intégral.

On a
Qk)

" (e —=1t)" (o,
plz) = > =% :L"“+/0 (Gl n!) oM (1)t

Occupons-nous du reste intégral.

(x — )" (nt1) 1 (2n +2)! €r—t\" 1
vielo e = 1_pn3
€ [0, z], n! ¥ (t) n!x4"+1(n+1)!x(1—t) X(l—t)%
(i)
=(n+1)x qn+1
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-3
Comme t — (1 —t)2 est croissante, et en utilisant les deur questions précédentes, on a

(=" 1) n 1
Vit e [0,x], 0 < —¢ t) < (n+1)x1xz"x——mm.
n! (1 — x)E
Par croissance de l'intégrale entre O et x (bornes dans le bon sens), on en déduit que le reste intégral
vérifie
T (x—t)" 1
0 < /<x)gNWWwa < (4D xa"tx ——
Jo n! (1—x)2

=RI, (z)

Le membre droit tend vers 0 (par croissance comparée et le fait que x € [0,1]), donc par le théoréeme
des gendarmes, lim RI,(z) =0. D’ou
n——+0o0o

=)
’;) Fx n——+00 @(I) ’

2k
N.B. C(ela signifie ezactement que la série Z (4]2)30]‘ converge et que sa somme vérifie

Egalités et inégalités

Exercice 21. Théoréme de la moyenne. Soit f une fonction continue de [a,b] dans R (avec a <b).
1 b

Montrer qu’on peut trouver ¢ €|a, b| tel que f(c) = b—/ I
—a.Jg

Correction.
Méthode 1. f étant continue, considérons F' une de ses primitives. Alors

1 b F(b)— F(a)
b_a/af—ﬁ

est l'accroissement de la fonction F entre a et b. Or, F est dérivable sur [a,b] donc d’aprés 'égalité des
F(b) — F(a)

= F'(¢). Or, F' = f donc on a l’égalité
—a

accroissements finis, il existe ¢ €la,b| tel que

souhaitée.

Méthode 2. f € €%([a,b],R) donc d’aprés le TBA, f est bornée et atteint ses bornes. On note m =

min fi,p) et M = r[n;ﬁ( f. Alors pour tout t € [a,b], m < f(t) < M, puis par croissance de l’intégrale sur
a,

[a,b] avec a < b, on a
1 b
mg——/ng
b —a a

1

—a

b
Le réel / f est donc compris entre deux images de f. Comme f est continue sur lintervalle [a,b],
a
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g

Probleme. A priori, on n’a pas c €la,b[. On se rabat donc sur la premiére méthode !

le TVI assure lexistence de c € [a,b] tel que 2

Exercice 22. Encadrement pour les monotones. Soit f : [0,1] — R continue par morceaux et crois-
sante. Montrer que

. 1 1 1 1
vneN, ) + [ 1< oY) < [ F+ .
Que peut-on en conclure ?

k
Correction. Soit n € N*. Soit k € [0,n]. Alors — € [0,1].
n

Par croissance de f, on a
k-1 k k
Vit —_—, t) < —).
e || ro < ()

Par continuité par morceaux de f, et croissance de [’intégrale pour les fonctions cpm sur un segment,

on a i
" 1 ./k

Jor= i),

En sommant pour k € [1,n] et par relation de Chasles, il vient
1 1 n k
< = =),
./0 f= n kgl f(n)
(0)

En ajoutant f—, il vient
n

n nit\n
kok+1 k k En
De méme, Vt € [, } , f(—) < f(t), donc — (—) / f, puis en sommant pour k €
n’ n n n-\n
[0,n — 1], il vient — Z f( / f, et en ajoutant f ), on obtient
- Z f / p+ A0
Finalement, on a bien l’encadrement souhaité.
0 1
Remarquons que 1) — 0 et @ — 0, donc les deux suites qui encadrent la suite centrale tendent vers
n n
1
le réel/ f.
0 1
Par théoréeme d’encadrement, on en déduit que la suite centrale tend également vers / et on a montré
Jo

le théoreme suivant :
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Lorsque f est continue par morceaux et croissante sur [0,1], a valeurs réelles, alors on a la
convergence de la somme de Riemann :

n

() / ;

k=0

Exercice 23. Un faux théoréme de convergence de Riemann.

n—1
1
Pour tout n € N*, on pose S, =
“ 2
Il s’agit de montrer que (Sy) admet une limite et la déterminer.

" 1k 1
Un éléve remarque que S, = - ,;)f(ﬁ) avec f :t— ﬁ

Malheureusement, cette fonctz'on?ast seulement définie sur l’ouvert [0, 1] (qui n’est donc pas un segment), et
on ne peut donc pas appliquer le théoréme des sommes de Riemann. Comment s’en sortir ? Quelle qualité
(certes, moins remarquable que la continuité) f posséde-t-elle ?

[EF] s05otoms'§ ob oviqesi’e prusog 510

Correction. Posons f:t+— qui est croissante et continue par morceaux sur [0, 1 (attention,

1
V1—t?
f nlest pas continue par morceauz sur [0, 1], car elle n’est pas définie en 1 et ni prolongeable par continuité
en 1).

En reprenant les mémes idées de la preuve de l'exercice[29, on a

1 L 12k . 1 1
1 + [T < I < | s, ()

Quelques détails.
1
Pourn > 2, et k € [0,n— 2], onthG{k H} k)ﬁ
n

&h
Ct
\

7N

x5
+
—_
~—

1 k (k+1)/n 1
Par croissance de l'intégrale, on a — f () < / <=1
n" \n k;/n n
+1\ 1
n / n)’
(=1

En sommant, il vient : izzzf <f;> S/ f < — Zf(
S0 = [Tt o [Trs 500

En ajoutant les termes manquants, on a
n

A~
-
S|+
—
S N——

Des petits calculs montrent que f(0) =1,

/1n
0

1

A . : ™ o .

f = |arcsint =arcsin(1——) ——— arcsinl = — par continuité de arcsin en 1,
0 n n——+o0o 2
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et
1

S S S S
n \/7?\/1— (ngl)Q Vni—(n—-12 2n—1 n—+too

1
n

T
Les deux suites a gauche et a droite dans (%) tendent toutes les deux vers 5 donc d’apres le théoreme

des gendarmes, on obtient

m
n

n—-4oo 5 ’

Exercice 24. Une fonction constante. Considérons f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue, non nulle

1 1
et telle que / f= / f?. Montrer que f est constante égale a 1.
0 0

Correction. Posons g = f — f2. Autrement dit, g : t — f(t)(1 — f(t)). On a
* g est continue par opérations (car f est continue)

* g est positive, car [ est a valeurs dans [0, 1]

1
* / g = 0 par hypothese
0

D’apreés le théoréme aux trois hypothéses, on en déduit que g est la fonction nulle, donc | f = f2|.

Attention ici, d ne pas dire soit f =0, soit f =111

Dot € [0,1], (f(t) =0 ou f(t) =1).

Ainsi limage de f est incluse dans {0,1}.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, l'image de lintervalle [0,1] par la fonction continue f
est un intervalle, qui est donc soit le singleton {0}, soit le singleton {1}.

Autrement dit, on a

(vte 1), f()=0) ou (vte[o1], f()=1).

Comme f n’est pas nulle dans [’énoncé, on en déduit que f est constante égale a 1.
Variante. f # 0, donc il existe t; € [0, 1] tel que f(t1) # 0, donc f(t1) = 1.
Si f # 1, alors il existe ty € [0,1] tel que f(to) # 1, donc f(to) = 0. La fonction continue f prendrait

alors les valeurs 0 et 1, donc toute valeur intermédiaire (par exemple E) d’aprés le TVI, ce qui n'est

pas. Donc .

Exercice 25. Soient (a,b) € R? tel que a < b et f € €°([a,b],R). On suppose que

/abf|=/ab|f|-

b b b
Correction. L’hypothese implique / f= i/ | f|. Procédons par disjonction sur le signe du réel/ f.

Montrer que f est de signe constant sur [a,b].

b b
Premier cas. Si/ >0, alors/ f=

b b b
/ f‘ :/ |f|, d’ot par linéarité de l'intégrale / (1f1—f) =
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0.

Or, f < |f|, donc |f| — f > 0 et f est continue sur [a,b] et | -| est continue sur R donc par
composition | f| est continue et par différence |f| — f est continue sur [a,b].

Par théoréme, on en déduit que |f| — f =0 sur [a,b], donc f =|f| > 0.

Deuxiéme cas. Si/

a

b b
f§0,alors/f:—

b b
/ f’ = —/ |f], d’ou par linéarité de l'intégrale :
a a
b
[+ n=o.
a
De plus, —f < |f|, donc |f| + f > 0 et par composition et somme, |f| + f est continue sur |a,b].
Par théoréme, on en déduit que |f| + f =0 sur [a,b], donc f = —|f| <O0.

’Dcms tous cas, f est de signe constant sur [a, D] ‘

b\ 2 b 2 b 2 b\ 2
Alternative. En élevant I’égalité au carré, on obtient (/ f) = (/ |f) donc (/ |f|> — </ f)

b b b b

0, puis en factorisant : (/ lfl— / f> (/ |f] -+ / f> = 0 puis par linéarité de l'intégrale et intégrité
a Ja a Ja

de R, on obtient

/ab(\fl —H=0  ou /j(\f\ +f) =0

Meéme conclusion.

Exercice 26. Soient a < b et f € €*([a,b],R) telle que f(a) =0 et Vz € [a,b], 0 < f'(z) < 1.

b b\ 2
Montrer que:/a < (/a f) .

Correction.

b\ 2 b
On doit montrer que : </ f) —/ f3>o0.

x 2 T
o On va montrer plus fort (on généralise le probléme) : Vx € |a, b], </ f) —/ f2>o.

x 2 x
o On introduit la fonction F : [a,b] — R définie par : F(x) = </ f> — / f3. On doit montrer

que F' est positive.
e Notons respectivement Fy et F3 les primitives de f et f> qui s’annulent en a.
e Ona:F =F}—F3donc F est dérivable sur [a,b] et F' = 2F, f — 3 = f(2F, — f?).

o Par hypothése, f' > 0 sur Uintervalle [a,b] donc f est croissante sur [a,b]. De plus, comme f(a) =
0, f est positive sur [a,b].

o FEtudions le signe de g := 2F, — f%. La fonction g est dérivable sur [a,b] et ¢ = 2f —2ff =
26(1— 1.
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e Ona: f' <1letf >0 doncg >0 surlintervalle [a,b]. Ainsi, g est croissante sur [a,b], or
g(a) =0, d’ou g est positive sur [a,b].

o Finalement :Vx € [a,b], F'(z) > 0 donc F est croissante sur [a,b]. Or, F(a) = 0 doncVx € [a,b], F(z) > 0.
’En particulier, F(b) > 0 ‘

Divers

Exercice 27. Fonction 1-périodique. Soient a,b: R — R continues et périodiques de période 1 et

y =a(@)y+dx)  (B).

Déterminer les solutions 1-périodiques de (E).

x
1. Résolution de (E) : (H) : y' — a(z)y = b(z) donc S(H) = Vect (eA) ot Az — / a est la
0

primitive de a qui s’annule en 0.

A

T
La variation de la constante implique que x +— (/ beA) e est une solution particuliéere de (F).
0

Les solutions de (E) sont donc les {yx; A € R}, ot yy : z — 2@ (/\+/ beA) .
0

2. Détermination des solutions 1-périodiques de (E) : soient A € R et x € R.

x+1 x
ya(z + 1) — ya(z) = A=) ()\ + / beA> — 4@ ()\ + / beA> .
Jo Jo

e D’apres la relation de Chasles :

Az +1) = / a—/a+/ a—/a+/

z+1 1
car a est 1-périodique donc Vx € R, / a= / a =: a. Ainsi,
T 0

Alx +1) = A(x) +a‘.

e D’apres la relation de Chasles :

[ /b@ T

=p +/ b(u Awt)dy,  (chgt de variable u=t-1)

:/84—/0 b(u)ef (W=adqy,

41 T
/ be 4| = /)’+6_a/ be= 4
0 0

Lycée Sainte-Geneviéve 32 C. Vergé



PCSI 2 TD 23 - Intégration (Correction) Année 2024-2025

o Ainsi :

ya(z + 1) — ya(z) = eA@en (/\ +p5+e @ / beA) — A ()\ —l—/ beA>
0 0
= A ()\e“ + Be® +/ b€A> — A@) ()\ + / beA)
0 Jo
=A@ (N — 1) + Be?) .
Comme z — ¢*®) ne s’annule pas sur R,
yx est 1-périodique <= \(e® — 1) + fe* = 0.

Remarque : «, B sont des données de l’énoncé donc il faut trouver les A € R qui vérifient cette

équation.

pe

— | Si oo # 0, alors l'unique solution 1-périodique de (E) est y, ot Ao = 7 = |
—e

— Si =0, alors yy est 1-périodique < fe* =0< =0 donc :

* ’Sz’ B =0, toutes les solutions de (E) sont J—périodz’ques‘.

* ’Si B #0, il n’y a aucune solution de (E) J—périodique‘.

{y e } si a # 0
En conclusion, l’ensemble des solutions 1-périodique de (E), noté S vaut|S = Sg ERf(lE) si (a, B) = (0,0)
— ) - )
] sia=0 et eR".
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