PCSI 2 TD 22 - Probabilités sur un univers fini (Correction) Année 2024-2025

Dans tous les exercices, on considere (€2, P) un espace probabilisé fini et n € N*.

Propriétés des probabilités

Exercice 1. Evénements. Soient A, B et C trois événements de Q). Exprimer de maniére ensembliste
en fonction de A, B et C les évenements suivants et citer leur contraire.

Eq :« Au moins un des trois événements se réalise ». FEy :« Au plus deux des trois événements se réa-
Es :« Un seul des trois événements se réalise ». lisent ».

FE3 :« Au moins deux des trois événements se réa- Es :« Aucun des trois événements ne se réalise ».
lisent ».

Correction.

+ Ey=AUBUC.
FEi=ANBNC = E5 : « aucun des trois événements ne se réalise ».

« B=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).
Ey : « aucun évenement ne se réalise ou bien au moins deux événements se réalisent » donc
Ey = E5 U E3.

e« B3=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).
FEs : « au plus un évenement se réalise » donc B3 = E5 U FEs.
Remarquons que (Ea, E3, E5) forme une partition de ).

o By : «ilyaaumoins un événement qui ne se réalise pas », donc Ey = AUBUC.
Ey,=ANBNC : « tous les événements se réalisent ».

e« Es=ANBNC =E;.

Es = FEy : « au moins un évenement se réalise ».

Exercice 2. Détermination d’une mesure de probabilité. On lance un dé a siz faces, truqué. On
suppose que la probabilité d’obtenir k € [1,6] est proportionnelle a k. Déterminer la probabilité d’obtenir
un nombre pair.

Correction. On pose J = [1,6]. Pour tout k € J, on note pr, = P({k}). D’aprés Uhypothése, il existe
une constante C > 0 telle que :
Vk e J, pp = Ck.

On a
ZPk—CZk—Ci—QIC
keJ
Or, > pr=1. Dot c=21
keJ

L’événement A « on obtient un numéro pair » est la partie A = {2;4;6}. D’ou

12 [4
P(A) = pa+pa+pg =20 +4C +6C =120 = .7 =| |
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Exercice 3. Une inégalité. Montrer que, pour toute famille finie (A1, Ag, ..., Ay) d’événements de l’es-
pace probabilisé (1, P), on a :

P(Al UAsU---U An) > i P(Ak) - Z P(AZ N A])

k=1 1<i<j<n

Correction. On procéde par récurrence sur n € N*

H, : « V(Ai)lgign € W(Q)n, P(Al UAdsU---U An) > Z P(Ak) — Z P(Ai N Aj))).
k=1

1<i<j<n

Si lon voulait étre plus rigoureux encore, on pourrait opter pour une récurrence finie sur m € [1,n], car
officiellement n est fizé. On noterait alors pour tout m € [1,m],

Qm : « P(A1 UAsU--- UAm) > iP(Ak) — Z P(A7 ﬂAj))).

k=1 1<i<j<m

Initialisation. Pourn =1, le membre droit est réduit a P(A1). Comme le membre gauche vaut P(A;),
on a égalité. A fortiori, on a une inégalité, d’ou Hi.
Remarque. Hy est également vraie d’apres la formule du crible de Poincaré.

Hérédité. Soit n € N* tel que H,,. Montrons Hyy1. Soit (A;)1<i<nt1 € 2(Q)"TL. On a

P(AjU---UAu41) =P((A1U---UA,)UA, 1)
= P(A1 U---u An) + P(An+1> — P((Al U---u An> N An+1)
= P(A1 U---u An) + P(An—H) — P((Al N An+1) U---u (An N An+1)).

En appliquant ’hypothese de récurrence H,, au premier terme et la sous-additivité au troisiéme,
on obtient :

n n

P(A1 U---UA,,L_H) > ZP(Ak) — Z P(ALQAJ) —‘rP(A,,H_l) _ZP(AiﬂAn—i-l)-

k=1 1<i<j<n i=1

Le terme P(A,41) peut se marier avec la premiére somme.
Quant a la derniére somme indexée par i € [1,n], elle peut se marier avec la deuriéme somme
indexée sur 1 < i < j <n et fournir une somme indexée par 1 <i < j<n-+1.

D’ou
n+1

P(AjU---UAn1) > ) P(A4)— Y P(A4NA4A)),
k=1

1<i<j<n+1

c’est-a-dire Hy 1.
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Exercice 4. Probabilité d’une différence symétrique. Soient deur événements A,B € Z(Q) de
lespace probabilisé fini (Q,P), tels que

P(A) = % P(B) = % P(AUB) = 1%
Calculer P((A\ B) U (B\ A)).
Correction.
(Q 7
(A\B)U(B\ 4)

Donnons deux méthodes.

Dans les deux méthodes, on aura besoin de calculer P(A N B). Faisons-le donc dés maintenant.
On a d’apres la formule de Poincaré

P(AnB)=P(A)+P(B)-P(AUB)

B +1 9
10 10
_ 3
10

Premieére méthode. On remarque que les deux événements A\ B et B\ A sont incompatibles/disjoints
(puisque A\ B C A et B\ A C A, par exemple). On peut donc utiliser I’additivité de P.

e Comme A= (A\ B)U (AN B), par additivité
P(A) = P(A\ B) + P(ANB) donc P(A\ B) = P(A) — P(ANB) — %—% _ i

e De méme,

Ainsi, par additivité,

P((A\B)U(B\ 4) = ; +

Deuxiéme méthode. On peut montrer que (A\ B) U (B\ A) = (AU B) \ (AN B) (cette opération
s’appelle la différence symétrique de A et B, notée AAB).

Comme AN B C AU B, on peut donc décomposer AU B en union disjointe :

AUB = (AAB)U(ANB),
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donc on a par additivité

P(AAB) = P(AUB) — P(AN B)

_9 3
10 10
3

Exercice 5. Poincaré et formule du crible. Soient A, B et C' des événements de 2.

3

1. On suppose que P(A) = P(B) = Z Montrer que % <P(ANB)< 2
2. Montrer que PLAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC).

3. Montrer que pour toute famille d’événements (A;)i<i<n de €2,

P < Al> = (—1)k_1 Z P(Aj1 N---N A.]k)
i=1 k=1 1<j1<<jp<n

L8152 90S9TTEONT T 19h3D0TY vrwoq stO

4. A Uentrée d’une salle de devoir, n étudiants déposent leur téléphone portable. Le devoir est interrompu
par une alerte incendie et chaque étudiant récupére au hasard un téléphone a la sortie de la salle.
Quelle est la probabilité qu’aucun étudiant ne soit alors en possession de son téléphone ¢
Indication : on pourra utiliser la question 3., aprés avoir soigneusement défini les événements
considéres.

Correction.

1. Par définition d’une intersection : AN B C A donc par croissance de la probabilité P :

P(ANB) < P(A) = Z

Par ailleurs, P(AU B) < 1 et d’aprés la formule de Poincaré,

P(ANnB)=P(A)+P(B)-P(AUB)

Vv
+
e~ w
|
—_

DN =] W

2. Utiliser 3 fois la formule de Poincaré.
3. Montrons par récurrence sur n € N*, la proposition

n

Hy o «Y(Ai)i<i<n € 2(Q)", P (U Ai) =Y (=Dt Y P4 N N4
=1

k=1 1<ji<<jr<n

Initialisation immédiate pour n = 1. Remarquons que Hy est la formule de Poincaré (déja prouvée).
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Hérédité : soit n € N* tel que H,. Soit (A;)1<i<nt1 € 2(Q)"L. On a :

)(0-)
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d’apres la formule de Poincaré
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k=1 1<ji< <]k§n
n
+ Z(—l)k Z P(A;;n---NAj NAp+1) en appliquant deuz fois ’HR
k=1 1<j1<<grp<n
n+1
= Z P(AZ) -+ (—1)nP(A1 N---N An+1)
i=1
n
DT P4 NN 4y
k=2 1<j1<<jr=n
n—1
+ Z(—l)k Z P(A;; Nn---NA;, NApt1) en découpant les deur sommes
k=1 1<j1<<jp<n
n+1
= Z P(A D"P(A1 NN Apyt)

FYCDTT S R0y
k=2

1<ji<<jr<n

n
+ z:(—l)k*1 Z P(A;;Nn---NAj,  NA1) chgt d’indice
1<j1 < <jr—1<n
n+1
= Z P(A —1)"P(A;1N---NApyq)
+ Z:(—l)k_1 Z P(Aj, N---NAj) en regroupant les deur sommes
1<j1 << <nt1
n+1
= 2:(—1)]“1 Z P(A;; n---NAj,) en regroupant les termes.
=1 1<j1 < <gp<n+1
N.B. : En *, on utilise le fait que choisir k ensembles parmi Ai,..., A1 revient da faire une

partition suivant le fait que l’on choisisse Ap+1 ou pas.

4. Les n étudiants ont n! maniéres différentes de se répartir les n téléphones. Notons T; [’événement
« le i° étudiant a retrouvé son téléphone » et A, ’événement « aucun des n étudiants n’a récupéré
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son téléphone ». On a alors A, = Ui, T;, et d’apres 3.,

n

P(In) =P (CJ Tz) = Z(*l)k_l Z P(leﬂ- ’ mT]k) - i(fl)k_l Z p (ﬁ T'z‘) :
1=1 k=1

k=1 1<ji<<jr<n 1<ji<<jr<n i=1

o Pourl <j3 <---<jip<n fixés, ﬂle T}, est l’évenement « les k étudiants concernés sont en
possession de leur téléphone », les n—k autres pouvant étre, ou non, en possession de leur télé-

k
—k)!
phone. Cet événement se produit de (n—k)! maniéres différentes. Ainsi, P (ﬂ T;) = M
n!
i=1

e De plus, il y a (Z) fagcons de choisir les k indices ji, ...,k dans [1,n].

L n n n— ! no 1\k—1
e Donc : P(4,) = Z:(—l)k’_1 (k:) (n = k)t = Z ( 1]3! , puis

k=1 0 k=1
—1)kt o (—1)k —1)k
PRI UG o G VA i
=k = k! = k!
Ainsi, |P(A,) = i (=1 et| lim P(A,)=e!= !
) n ~ k! Ny oo n o .

Exercice 6. Une « copartition ». Soient deux événements A, B € Z(Q) de Q). Montrer

P(AUB)+P(AUB)+P(AUB) + P(AUB) = 3.

Correction. Le point sous-tendant cet exercice est que la famille a quatre événements
 =(ANB,ANB,ANB,ANB)

est un systéme complet d’événements (qui correspond a la double disjonction de cas : est-on dans A ¢
est-on dans B ?).

A
Q

(S J

Les quatre « zones » du systéeme complet d’événements ..

11 suffit ensuite de constater que les quatre événements apparaissant dans la somme de [’énoncé sont,
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par la loi de De Morgan, les complémentaires de ces quatre événements. Ainst,
P(AUB)+P(AUB)+P(AUB)+P(AUB) = (1-P(ANB)) + (1-P(ANB)) +
(1-P(ANB)) + (1~ P(ANB))
=4— (P(ANB)+P(ANB) +P(ANB) + P(AN B))

=4-1 (car ./ S.C.E.)
=3.

Dénombrement

Exercice 7. L’exo de la Piston 2. On note S, l’ensemble des permutations de [1,n] ou n > 2. On
choisit au hasard une permutation dans S,. Déterminer la probabilité que 2 soit un point fixe.

Correction. Considérons ) = S, que l’on munit de la probabilité uniforme P.
|E|
Q]

On note E ’événement « 2 est un point fize ». Comme P est uniforme, on a P(E)

Se donner une issue de E revient a :
e choisir l’image de 2 (a savoir 2) : il y a 1 choix;
o choisir l’image des n — 1 autres éléments de [1,n] \ {2} : il y a (n — 1)! choiz.
Dot |E| = (n— 1)! (on peut aussi dire qu’un élément de E s’identifie & une permutation de l’ensemble

[1,n] \ {2} qui est de cardinal n — 1, d’oud |E| = (n — 1)!).
Ainsi,

P(E) = (n;!l)! :%.

Exercice 8. Jeu de cartes. On extrait (simultanément) 5 cartes d’un jeu de 52 cartes. On appelle main
un tel tirage.

1. Combien y-a-t-il de mains possibles ¢ Décrire 2.

2. Quelle est la probabilité que la main tirée comporte exactement un as ?

3. Quelle est la probabilité que la main tirée comporte au moins un valet ¢

4. Quelle est la probabilité que la main tirée comporte au moins une dame et au moins un roi (d la

fois) ?

Correction.

1. Q est ’ensemble des 5-combinaisons (=5-parties) du jeu de 52 cartes, donc | Card(§2) = (552)

1l y a équiprobabilité, on utilisera donc la probabilité uniforme P dans la suite.

B Card A
- CardQ’

2. Notons A cet événement. Comme P est uniforme, on a P(A)

Se donner une issue de A revient o :

Lycée Sainte-Geneviéve 7 C. Vergé



PCSI 2 TD 22 - Probabilités sur un univers fini (Correction) Année 2024-2025

e choisir un as : il y a 4 possibilités ;

e choisir 4 cartes qui ne sont pas des as : il y a (52474) possibilités.

48
Dot Card(A) = 4(*?) donc|P(A) = 1) :

48)

3. Notons B cet événement. Alors B est I’événement « ne pas avoir de valet ». On a : Card(B) = (s

donc|P(B)=1—-P(B)=1— (402 .

5

—

4. Notons C l’événement « avoir au moins une dame el au moins un roi ».
Alors C est l’événement « ne pas avoir de dame ou ne pas avoir de roi »= : DU R, avec D (resp.
R) les événement « ne pas avoir de dame »(resp. « ne pas avoir de Toi »).
Attention, cette union n’est pas disjointe ! D’apres la formule de Poincaré, on a :
Card(C) = Card(D)+Card(R)—Card(DNR) = (458)+(458)7(454) puis Card(C) = (7) — 2(458) + (454),
~ Card(C)

et P(C) = Card(Q)

Exercice 9. Tarot. Dans un jeu de tarot, on isole les 21 atouts numérotés de 1 a 21 puis on choisit trois
atouts au hasard. Calculer la probabilité d’obtenir parmi ces trois atouts :

a) le 1 oule 21; ¢) au plus deur numéros multiples de cing;

d) exactement un numéro multiple de cing et un
b) au moins un numéro multiple de cing; numéro multiple de quatre.

Correction. ) est l’ensemble des parties a 3 éléments donc Card () = (231) = 1330. Il y a équiprobabilité
sur £ donc on munit 0 de la probabilité uniforme P.

a) On note A l’événement « obtenir le 1 ou le 21 »; A : « obtenir ni le 1, nile 21 »;

19

— — 1 1

Card(A) = (¥) (on choisit 3 cartes dans [2,20]) donc P(A) = 2231; 3 >7<O [ %
3

19
‘ 1
Ainsi, |P(A) =1 — E;]; = 7% ~ 0,27 |.
3

b) On note B [’évenement « obtenir au moins un numéro multiple de cing i.e. le 5 ou le 10 ou le 15 ou
le 20 ». B est donc [’évenement « obtenir ni le 5 nile 10 ni le 15 ni le 20 », ce qui revient da choisir 3

, o= () 1mx4 68 65
tout 21-4=17. Ainsi, P(B) = ~2- = =—donc|P(B)=1—--2- = —-~0,49|.
atouts parmi 21-/ insi, P(B) (231) 0% 7 = 133 done (B) (231) 133 )

¢) On note C ’événement « obtenir au plus deux numéros multiples de cing ». C' : « obtenir 8 multiples
de 5 donc piocher 3 cartes parmi les 4 multiples de 5.
(3) 4 (3 1326 663

= — ) P = 1 — T = T = - .
@) ~ izs0 P |PLO) ey " 130 o650

Ainsi, P(C) =
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d) On note D l’événement « obtenir ezactement un numéro multiple de cing et un numéro multiple
de quatre ».

e Remarquons que les multiples de 5 sont : 5-10-15-20 et les multiples de 4 sont : 4-8-12-16-20.

e On note E : « obtenir de 20 ».

« P(D)=P(DNE)+P(DNE).

e DNE : « obtenir le 20 et 2 cartes qui ne sont ni multiple de 5 ni multiple de 4 », revient a
choisir 2 cartes parmi 13. Ainsi Card(D N E) = (123) =13 x6="T8.

e« DNE : « obtenir exactement un multiple de 5 différent de 20 et exactement un multiple de

4 différent de 20 ». Ainsi Card(D N E) = (%) x (?) x (13) =3 x4 x 13 = 156.

D| 234 117
_ 1Dl = 0,17

Exercice 10. Loto. On rappelle que sont représentés sur une grille de loto tous les entiers compris entre
1 et 49.

Une personne coche 6 numéros au hasard sur une grille de loto (on ne tient pas compte du complémentaire).
Quelle est la probabilité :

a) d’obtenir exactement 4 bons numéros ? b) d’obtenir au moins 4 bons numéros ¢

Correction. On note By [’'événement « obtenir exactement 4 bons numéros » et B [’événement « obtenir
au moins 4 bons numéros ».

Q est l'ensemble des parties a 6 éléments choisis dans [1,49] donc Card(Q) = (469) et comme il y a
équiprobabilité, on munit € de la probabilité uniforme P.

a) Dénombrer By revient d « choisir 4 bons numéros parmi les 6 bons et 2 parmi les 43 mauvais ».

6 « 43
Ainsi, Card(By) = (}) x (3), d’ot|P(By) = (éa;if(%*)) - . (4-9)(2)

6

b) On peut écrire B = B4l Bs U Bg ot By : « obtenir exactement k bons numéros ». Comme les
unions sont disjointes, on a :

Card(B) = Card(By) + Card(Bs) + Card(Bs)
(6 43 6 43\
“la) 2 )T s) ) T

_ Card(B) () x (5)+6x43+1

- Card(Q) ()

donc | P(B)
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Exercice 11. Domino. Un domino est un rectangle sur lequel figurent deuzx chiffres pris avec répétition
dans l’ensemble [0, 6].

a) Si on tire au hasard, successivement et sans remise, deux dominos dans un jeu complet, quelle est la
probabilité qu’ils possédent un chiffre en commun ?

b) Si on tire maintenant, successivement et sans remise, quatre dominos dans un jeu complet, quelle est
la probabilité d’obtenir au moins un domino double ¢

Correction. Remarque : le domino (1,6) = (6,1) si on le retourne...

7x8
Comptons le nombre total de dominos, il yena :74+6+5+4+3+24+1= % = 28.

On note A ’événement « les 2 dominos ont un chiffre en commun » et on écrit A = Ag U Ay L--- U Ag
ou Ay est I’évenement « les 2 dominos ont le chiffre k en commun », et ces unions sont disjointes, donc

n
P(A) = > P(Ag). Or, pour tout k € [0,6], P(A) = P(Ag) donc P(A) = TP(Ay).
k=0
On note B ’événement « il y a au moins un numéro double ». Alors B est [’événement « il n’y a aucun
numéro double ».

1. Premiére méthode : un tirage successif sans remise et sans ordre peut étre assimilé a
un tirage simultané.

a) Considérons donc comme univers S l’ensemble de toutes les 2-combinaisons de dominos donc
Card(Q2) = (228) = 378 = 3 x 7 x 18. Il y a équiprobabilité sur Q donc on le munit de la
probabilité uniforme P.

Card(Ag) = (1) = 21, donc |P(A)

_Tx21 7
T 3xT7x18 18]

b) Ici, le nouvel univers ' est l’ensemble des 4-combinaisons de dominos donc Card(Q) = (248).
On munit aussi ' de la probabilité P.
Il y a 7 dominos doubles donc 28-7=21 dominos non doubles.

21
Ainsi, Card(B) = (%) donc|P(B) =1 () ~0,7|

(%)

2. Deuxieme méthode : on fait des tirages successifs sans remise.

a) Q est ’ensemble des 2-arrangements de l’ensemble des 28 dominos. Ainsi, Card(€)) = 28 x 27.
1l a équiprobabilité sur Q) donc on le munit de la probabilité uniforme P.

TXTx6 2x3xT7? 7
Card(Ap) =7 x 6 donc P(A) = 82T P 18|

28!
b) Q est l’ensemble des 4-arrangements de 'ensemble des 28 dominos. Ainsi, Card() = o4l
1l a équiprobabilité sur ' donc on le munit de la probabilité uniforme P. '
—, 21 —. 21 x20x19x18 19 19 46
Card(B) = g3 done P(B) = g w26 <25~ 1Bx5 65 1m0 |PB) =55 =07
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Exercice 12. Paradoxe des anniversaires. Sachant qu’une année comporte toujours 365 jours, quelle
est la probabilité qu’au moins deux Pistons 2 aient leur anniversaire le méme jour ?

Correction. On pose p = 42 le cardinal de la classe de Piston 2 et A, l’événement d’intérét.

On considére ) = {p—listes de [1, 365ﬂ} muni de la probabilité uniforme.

On a Card ) = 365P.

On va déterminer la probabilité que tous les éléves aient leur anniversaire & des jours différents i.e.

P(4p).
L’événement A, est {p—armngements de [[1,365ﬂ}, de cardinal

_— 365! 365
Card(A,) = 365(365 —1)--- (365 —p+ 1) = a6 = p!( I)‘)),

et de probabilité

P(A) = Card(4,)  365(365—1)--- (365 —p+1) p ()
PP Card(Q) 3657 ©365P

La probabilité cherchée vaut (ici pour p = 42)

Exercice 13. Urne multicolore. Une urne contient N boules de k couleurs : Ny de couleur cy, No
de couleur co, ..., Ni de couleur c;. On a donc N1+ ---+ N = N. On tire n boules et on cherche la
probabilité p d’obtenir exactement ny boules de couleur ¢y, ne boules de couleur ca, ..., ng boules de couleur

¢k (ounyg+---+ng =mn). Déterminer p dans le cas d’un tirage simultané, dans le cas de tirages successifs
avec remise et dans le cas de tirages successifs sans remise.

&)

()

o Tirage simultané : |p =

ni ng
n! Nyt N,

o Tirages successifs avec remise : |p =
ﬁ,l!...ﬂ,k! N7

nl AN AN () (O

o Tirages successifs sans remise : |p =
ny!. . nyg! A% (N)
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Exercice 14. Tirages (strictement) croissants. Une urne contient n boules numérotées de 1 d n.

1. On tire successivement sans remise p boules. Déterminer la probabilité de I’événement A : « obtenir
des numéros en ordre (strictement) croissant ».

2. On tire successivement avec remise p boules. Déterminer la probabilité de I’événement B : « obtenir
des numéros en ordre strictement croissant ».

3. On tire successivement avec remise p boules. Déterminer la probabilité de l’événement C : « obtenir
des numéros en ordre croissant ».

Correction. On note Y = {By,..., By} l'urne des p boules numérotées.

1. Le tirage est successif sans remise.
Considérons ) = {p-armngements de Z/l} muni de la probabilité uniforme.

Card A
= Cand ot CardQ=n(n—1)---(n—p+1) =pl(}).
Se donner une issue de A (c’est-a-dire un tirage croissant) revient & se donner une partie d p
éléments de U.
Ainsi,

Comme P est uniforme, on a P(A)

2. Le tirage est successif avec remise.
Considérons ) = {p—listes de Z/l} muni de la probabilité uniforme.

Card B
= 1 Card Q = nP.
Card O ot Card n

Se donner une issue de B (c’est-a-dire un tirage croissant) revient d se donner une partie d p
éléments de U.
Ainsi,

Comme P est uniforme, on a P(B)

np |

P(B) =

3. Cette question est difficile.
On cherche le nombre de p-listes croissantes au sens large de [1,n].
Cet ensemble est en bijection avec l’ensemble des p-listes strictement croissantes de [1,n+p — 1]
via
(1 <2< <zp) — (T1<2:2+1<---<zp+(p—1))

Je vous laisse comprendre que :

n+p—1
p(c) — M

np
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Exercice 15. File d’attente. On considére n > 2 personnes dont A et B.
Elles s’alignent au hasard dans une file.

Soit r € [0,n — 2].

Quelle est la probabilité qu’il y ait exactement r personnes entre A et B ¢

Correction. On numérote de 1 a n les places dans la file.

Considérons ) = {2—armngement8 de [1, n]]} muni de la probabilité uniforme.

Une issue w est par exemple (4,2) et cela signifie que A est en 4°™° position et B en 2°™°.

On a Card(Q2) =n(n—1).

L’événement E, : « il y a r personnes entre A et B » est réalisé si A et B (sans ordre) sont aur places
(k,k+r+1), avecl1 <k<n-—r—1.

2ln—r—1)

On obtient Card(E,) = 2(n —r — 1), puis |P(E,) = Y E—

Solution trés légérement différente.
On prend pour ) l’ensemble des permutations de [1,n] muni de la probabilité uniforme.
On commence par traiter le cas ou A vient avant B.
Et on dit que lautre cas est analogue, d’ot P(E,) = 2 x proba précédente.
Lorsque A est avant B, il y a n —r — 1 places possibles pour A.
Ensuite B est fixé.
Puis, il y a (n — 2)! fagons de placer les autres personnes.
(n—r—1)(n—2)!
n! ’

D’ou une probabilité de
D’ot

Exercice 16. Records. Soit n € N*. On considére une urne contenant n jetons numérotés de 1 a n. On
vide 'urne en prélevant ces jetons au hasard, un par un, et sans remise. Pour tout k € [1,n] , on dit que
le k-ieme tirage est un record si le k-iéme jeton tiré porte un numéro plus grand que tous les numéros tirés
avant.

Par convention, le résultat du premier tirage est considéré comme un record.

1. (a) Proposer un univers et une probabilité modélisant l’expérience.

(b) Calculer, pour tous k,p € [1,n], la probabilité de I’événement « le k-iéme tirage est un record
et porte le numéro p ». (On distinguera les cas p < k et p > k).

(¢) Montrer que pour tout k € [1,n], on a

26500

(d) En déduire, pour tout k € [1,n], la probabilité que le k-iéme tirage soit un record.

2. (a) Calculer les probabilités que, durant la totalité des tirages, on assiste exactement a :
(b) n records;
(¢) un seul record ;
(d) deux records.
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Correction.

1. (a) Dans cette expérience, une issue est un n-arrangement des éléments de [1,n], autrement dit,

une permutation de [1,n]. On pose donc |2 l’ensemble des permutations de [1,n] ‘

Chacune des issues étant équiprobable, on munit Q2 de la probabilité uniforme. On a .

(b) Soit (k,p) € [1,n]?. Notons Ay, l'événement « le k-iéme tirage porte le numéro p », et
Ry, ’évenement « le k-iéme tirage est un record ». Nous cherchons donc la probabilité de
I’événement Ay p N Ry,.

o Sip <k etsil’événement Ay ), est réalisé, alors il y a nécessairement un numéro supérieur
ap qui a été tiré avant le k-iéme tirage (en effet, il y a eu k — 1 tirages et il n’y a que
p — 1 numéros strictement inférieurs a p). Par conséquent, il ne peut y avoir record au

k-iéme tirage : Ay, et Ry sont incompatibles et |P(Ap, N Ry) =0|.

e Sip >k, alors I’événement Ay, N Ry, est réalisé ssi tous les numéros tirés avant le k-iéme
tirage sont inférieurs a p. Un tel événement s’écrit donc comme un (k — 1)-arrangement
parmi les (p — 1) numéros strictement inférieurs a p, puis le tirage du numéro p, et enfin
(n — k) arrangements parmi les (n — k) numéros restants. Par conséquent,

|Ap N Ri| = = 1?__(1]{: = X1x (n—Fk)!= (k- 1)'(2): 1) (n—Fk)!,

et

Akp VRl _ HGZD =R | (G2

P(A -
(Aep 0 B =g kol 5(0)

Remarque. Cette derniére formule convient dans les deux cas, car par convention sur les
. . . p—l o
coefficients binomiaux (k—l) =0 lorsque k > p.

(¢c) Soit k € [1,n]. Pour tout p € [k,n], on a (Zj) =@ - (pzl) par la formule de Pascal. D ot
par simplification télescopique, on obtient

5 (5) 2100016 6)

(formule de Pascal généralisée).

d) Soit k € [1,n]. La famille des événements (Ay, 1.l €st un systeme complet d’événements.
p)pe(l,n]
Par conséquent :

n k—1 n
P(Rk) = ZP(A;”, N Rk) = Z P(A]w, N Rk) + Z P(Ahp N Rk)
p=1 p=1 0 p=k
R N (p—1> _ )
=200 TR 2 \k—1) TR
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2. (a) Il y a n records ssi il y a record a chaque tirage, i.e. ssi lissue est (1,2,...,n).

Par conséquent, une seule issue convient et | la probabilité qu’on assiste a n records vaut % .

(b) Sl n’y a qu’un seul record, alors celui-ci est nécessairement obtenu au premier tirage. De
plus, lorsque le jeton n est tiré, il y a record. Il doit donc étre tiré en premier.
Réciproquement, si le jeton n est tiré en premier, alors il n’y aura pas de record ensuite, les
autres jetons ayant tous des numéros strictement inférieurs a n.

Donc l’événement « il y a un seul record » est égal a I’événement Ay, qui est égal a I’événement

A1, N Ry, dont la probabilité vaut .

(c) S’il y a deuz records, le jeton n n’est pas tiré en premier (d’aprés ce qui précéde).
Dans ce cas, il y a alors record au premier tirage (convention) et au tirage ou le numéro n est
tiré. Pour que ces deux tirages soient les seuls records, il faut et il suffit que les jetons tirés
entre le deuxieme et le tirage précédent celui du jeton n portent tous des numéros strictement
inférieurs a celui du premier tirage.
Pour k € [2,n], notons By l’événement « il y a exactement deux records, l'un au premier
tirage, Uautre au k-iéme ».
Un élément de By, est un n-uplet avec, d’abord, (k — 1) éléments de [1,n — 1] ((z:}) choiz
possibles), le plus grand étant placé en premier, les k — 2 suivants dans un ordre quelconque
((k — 2)! possibilités), puis le jeton n, et enfin, un (n — k)-arrangement des (n — k) numéros
restants.
On en déduit que

IMzg:DWJW%@!m_W

et
By 1

Q] " nk—1)

L’événement B : « il y a deux tirages » étant la réunion disjointe des By, k € [2,n], on a :

P(By) =

n

1 1 1
PBY=2 o) = |n k)

k=2

Exercice 17. Théatre. Dix personnes, en quittant un théditre, retirent du vestiaire un manteau parmi
les dix derniers manteaux accrochés, sans faire attention s’ils en sont bien les propriétaires. Quelle est la
probabilité qu’au moins huit personnes sur dix récupérent leur manteau ?

Correction. Numérotons les manteaur et les personnes. Notons a; = j pour signifier que le iéme

manteau est attribuée a la jeme personne.

Q= {(a1,...,a10),a; € [1,10]} sans répétition. Q@ est donc l’ensemble des 10-arrangements de [1,10]

i.e. l’ensemble des permutations d’un ensemble a 10 éléments et Card(€2) = 10!

On munit Q de la probabilité uniforme car les manteaux sont récupérés au hasard.

Notons A l'événement : « au moins 8 personnes sur 10 ont le bon manteau » = Agll A9l Ao ou A; est

[’évenement « exactement v personnes ont le bon manteau », et les unions sont disjointes.

On a : Card(A19) = 1, Card(Ag) = 0, et Card(A4g) = (120) =45 (il y a deux personnes qui échangent
46

leur manteau), donc Card(A) = 46 puis |P(A) 101 = 1,27 x 1079 |.
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Rq : Ag est I’évenement impossible.

Exercice 18. Jeu de cartes. On mélange un jeu de 52 cartes.
1. Quelle est la probabilité que cartes rouges et noires alternent dans tout le jeu ¢

2. Quelle est la probabilité que deux rois ne soient jamais cote d cote ?

Correction. L’univers () est I’ensemble des permutations du jeu de 52 cartes. On le munit de la proba-
bilité uniforme. On a Card(2) = 52!.

1. Il y a deuz types de jeux de 52 cartes dans lesquels cartes rouges et noires alternent : ceux qui
commencent par une carte rouge, et ceux qui commencent par une carte noire. Dans un cas comme
dans l'autre, le jeu est parfaitement défini par la configuration des cartes rouges d’un coté, et noires
de Uautre. Chacune des deux est donnée par une permutation d’un ensemble a 26 éléments, donc
il y a (26))2 jeux de cartes ou rouges et noires alternent, en commencant par les rouges, et autant
de jeuz ot les couleurs alternent, en commencant par les noires. Il y a donc 2 x (26!)? tels jeuz, et

12
la probabilité recherchée est M = 512 .
52! (26)

2. Pour construire un jeu de cartes sans rois adjacents, on peut procéder successivement :
(a) On choisit d’abord l'ordre des cartes qui ne sont pas des rois, sans contrainte : il y a 48!
possibilités.
(b) On choisit 'ordre des rois, sans contrainte : il y a 4! possibilités.

(c) On choisit la maniére d’insérer les rois dans le jeu. Chaque roi s’insére a gauche de la premiére
carte, entre deuz cartes ou a droite de la derniére : il y a donc 49 positions possibles. Puisque
Uordre des rois est déja déterminé et que deux rois ne peuvent pas occuper la méme position
(ils seraient adjacents dans le jeu final), il y a (449) insertions possibles.

Légere variante : on peut remplacer les étapes (b) et (¢) par :

o on choisit la place du premier roi (49 possibilités),
o celle du deuziéme roi (48 possibilités),
o celle du troisiéme roi (48 possibilités),

o et du quatriéeme (47 possibilités),

49)!
ce qui revient a compter les 4-arrangements d’un ensemble a 49 éléments : il y a Nt _ 4!(49).

(45)1 T4
Dans tous les cas, on obtient donc 48! x 4! x (449) = 48!'x4!'x 4?%!5! = 46 x 47 x 48 x 49! jeux différents,
. 46 X 47 x 48 x 49! 46 x 47 x 48 4 x 23 x 47
ce qui donne une probabilité de a1 = X E X B x3x17 ~ 78,26% |
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Probabilités conditionnelles

Exercice 19. Soient A et B deur événements de Q tels que P(A) = 0,4 et P(B) = 0,6 et P4(B) = 0,4.
Calculer P4 (B), P(AU B) et P5(A).

Correction.

P(ANB)
P(4) _
D’aprés la formule des probabilités totales, P(ANB) = P(B)—P(ANB) = P(B) —P4(B) xP(A) =

0,6 0,4 x 0,6 = 0,6 x 0,6 = 0,36. [P(AN B) = 0,36,
0,36 36 4x9

A' 'P B = ’ - - - ‘m‘

insi, P A(B) 04 40 4x10 0,9. | Pa(B)=0,9

o D’aprés la formule de Poincaré : P(AU B) = P(A) + P(B) —P(AUB) =1-10,36 = 0,64.
[P(AUB) = 0,64,

o Par définition : Pa(B) =

P(BNA — _
. P(A) = (P(m)' Or, P(B)=1—P(B)=0,4 et P(BNA) = P(A) — P(BNA) = 0,4— 0,36 =
. 0,04
0,04. Ainsi, P5(A) = 0.4 =0,1. |P5(A4) = 0,1}

Exercice 20. Deux enfants. Mme Malbet a deux enfants.
1. L’ainée est une fille. Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles ?

2. L’un des deux est un garcon. Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des gargons ?

Correction. Considérons Q = {(F, F); (F,G); (G, F);(G,G)} muni de la probabilité uniforme.

1. Posons A= {(F,F);(F,G)} et B={(F,F)}. La probabilité cherchée est|Pa(B) = = |.

2. Posons C = {(G, F); (F,G); (G,G)} et D ={(G,G)}. La probabilité cherchée est|Pc(D) = - |.
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Exercice 21. Assurance. Une compagnie d’assurance automobile a classé ses assurés en trois classes
d’ages : moins de 25 ans, de 25 ans a 50 ans et plus de 50 ans. Le tableau ci-dessous fournit deux infor-
mations : la proportion d’assurés appartenant a chaque classe et la probabilité qu’un assuré d’une classe
donnée déclare au moins un accident au cours de l’année.

Classe proportion | probabilité
moins de 25 ans 0,25 0,12
de 25 d 50 ans 0,53 0,06
plus de 50 ans 0,22 0,09

1. Un assuré est choisi au hasard dans le fichier de la compagnie. Quelle est la probabilité qu’il ait
déclaré au moins un accident au cours de l'année ?

2. Quelle est la probabilité qu’un assuré ayant déclaré au moins un accident au cours de l’année soit dgé
d’au plus 25 ans ¢

3. Quelle est la probabilité pour qu’un assuré dgé de 25 ans ou plus ait au moins un accident au cours
de l'année ¢

4. Quelle est la probabilité qu’un assuré n’ayant déclaré aucun accident soit adgé de 25 da 50 ans ?

Correction.

1. Notons T, Ts etT5 les 3 tranches d’age et D [’événement « l’assuré déclare au moins un accident ».
On peut faire un arbre avec {T1, T, T3} puis {D, D}.
D’aprés 'énoncé, on a : P(T1) = 0,25, P(T3) = 0,53, P(T3) = 0,22, P, (D) = 0,12, Py, (D) =
0,06 et P, (D) = 0,009.
{T1,T», T3} forment un systéme complet d’événements donc la formule des probabilités totales

816
d ‘P(D)=..=——— (300 + 318 + 198) = ——— = 0,0816. Ainsi, | P(D) = 0, 0816 |.
onne : P(D) T000p (200 + 318 +198) = 35555 = 0: insi, [P(D) = 0, 0816
300 3 x2%2x52 25 25 25
2. Pp(Ty) = — = = === e |Pp(Th) = = |.
p(M) =16 = 5T x3x1r ax17 6 "¢ (P =53
P(D N (TQ (] Td)
3. Prup (D) =
Or, P(T, UT3) = P(Ty) + P(13) = 0,75 car l'union est disjointe.
516
Et, P(D N (T2 LJ T3)) = P((D N Tg) L (D N T‘%)) = P(D N Tg) + P(D N T’i) = m

516 3 x 22 %43 43 43

_ _ LT 2 e Prurn (D) = —|.
7500~ 3x 52 x 2 x 52— 225 6 |Prun(D) = oo

Ainsi, Pr,um, (D)

P(T,ND) P(Ty) —P(T,ND) 0,53 —-0,0318 0,4982 4982 2491

. P=(T) = — — _ _ _ ,
4 Pp(T2) D) 1-P(D) 0,9184 0,9184 9184 4592
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Exercice 22. Avec remise de la couleur tirée. Une urne contient initialement une boule blanche et
une rouge.

On effectue des tirages successifs d’une boule dans l'urne : aprés chaque tirage, la boule tirée est remise
dans l'urne et on rajoute une boule de la couleur qui vient d’étre tirée.

Pour tout n € N* et tout k € N, on note A, j, [’événement « on a tiré k boules blanches lors des n premiers
tirages ».

1. Déterminer, pour tout k, la probabilité de A .
2. Déterminer, pour tout k, la probabilité de As ..

3. Soit n fixé.
Emettre une conjecture concernant la probabilité de A,, .

4. Prouver votre conjecture par récurrence sur n.

Correction.
1. Ona
% sik=20
P(A1p)=¢ & sik=1
0 sik>2

2. o On a ’égalité d’évenements :
A270 = RiNRs.

D’ou

P(AQ,U) = P(Rl)XPRl(Rg) =

e Idem pour As o car les boules rouges et blanches jouent le méme role. Donc |P(Ag2) =

Wl

e On a l’égalité d’événements :

A2’1 = (BlﬂRQ) U (R1QB2).

D’ou
P(A21) = P(BiNRs)+P(RINBs) = x> 4+ sxt 1
21) = 1 2 1 2) = 5 X3 355 T 3
o It | pour tout k >3, on a P(Azy) =0|.
3. On conjecture que
nil si k€ [0,n]

0 sik>n+1

4. Pour tout n € N*, il est clair que | pour tout k > n+1, on a Ay =@, donc P(A, ) =01
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Désormais prouvons par récurrence :

1

Vn e N, Hp: «VEke[0,n], P(An’k):nJrl

»

Initialisation. A la premiére question, on a montré que Hy est vraie.
Hérédité. Soit k € [0,n + 1].

Utilisons le systéme complet d’événements (An,i);c,-
D’apres la formule des probabilités totales, on a

P(Apt1k) = i P(An;iNAptik)
i=0
Dans cette somme, il n’y a que deux termes non nuls :
P(Ant1k) =P(Ani—1 NAniir) + P(Ane N At k).
De plus, on a l’égalité d’événements :
App—1NAppir = Apg—1 N Bpga et ApkNApiie = Anp N Rpyr.
D’oq
P(Ant1%) =P(Ap k-1 N Bpt1) + P(Anr N Ryt1)
- P(An,k—l)PAn,k—l(Bn"l‘l) + P(An,k)PATL,k(Rn+1)-
Utilisons H, pour P(Ay, r—1) et P(A, k).

Pour cela, il faut que k — 1 et k soient dans [0,n], ¢’est-a-dire k € [1,n].

Distinguons donc plusieurs cas. Avant de commencer, examinons la composition de l'urne a
un temps t donné.

Aprés le n®™e tirage (ou avant le n + 1™ tirage), il y a n + 2 boules dans l'urne.

Si Ay ; est réalisé, alors l'urne contient j+ 1 boules blanches, donc n+2—(j+1) =n—j+1
boules rouges.

> Si k=0, alors

1
P(Ant10) = P(Ano) Pa,o(Rnt1) = :
n+1 npn4+2
> Sik=n+1, alors
1
P(An—i-l,n-i-l) = P<An,n) PA’!L,’VL (Bn+1) - °
w, 1 n+1

Tn+l Tn+2
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> Si k € [1,n], alors

P(A71,+1,k7) — P(An,k',—l)PA,L?k,l(BnJrl) + P(An,k;) PAn,k(Rn+l)~

—_——— —_———
L o L
n—+1 n—+1
or (k—1)+1 k41
— 1)+ n—~K-+
PA’VL,kJ*] (Bn+1) - n7+2 et PA’VL,k’ (Rn"l‘l) - W
Do 1 k 1 E+1 1
n—
P A - == =
Aovie) = 02902 T ndl etz n+2
Bilan : les trois cas précédents montrent que
Vke[0,n+1], P(Ani1s) !
n , =
; ) n+1,k n+ 27
c’est-a-dire Hp1 est vraie.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence : Vn € N*,  H,, est vraie.

Exercice 23. Urnes. On dispose de n urnes numérotées de 1 da n, avec n > 2. L’urne numéro k contient
k boules rouges et n — k boules blanches. On choisit au hasard une des n urnes puis on tire successivement
deuz boules dans cette urne.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules rouges lorsque les tirages s’effectuent avec remise ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules rouges lorsque les tirages s’effectuent sans remise ¢

3. Calculer les limites de ces probabilités lorsque n tend vers Uinfini.

Correction. On note R l’événement « tirer deuz boules rouges », Ry (resp. Ra) l’événement « tirer une
boule rouge au premier (resp. second) tirage » et Uy, ’événement « choisir l'urne k ».

(Uk)1<k<n forme un systéme complet d’événements donc d’aprés les formules des probabilités totales et
composées, on a :

n

R =3 P(RAUL) = 3 PUPr, (R) Z Py, (R1N Ry) = Z Pu (R)Puyns (Ra)-
k=1 k=1 = B

k k
1. Dans le cas de tirages avec remise on a pour tout k € [1,n], Py, (R1) = — et Py,ar, (R2) = —,
' n ' n

donc :

P(R) =P(R1 N Ry) = Z ( ) _n(n+ é)n(32”+ 1) _ (n+ légn—&— 1) .

k 1
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k—
2. Dans le cas de tirages sans remise on a pour tout k € [1,n], Py, g, (R2) =

— d :
1 done
1l Wkk—1 K kK —k 1 nn+1)2n+1) n(n+1
PIR)=PB1OR) =02 0 1_2(1)2_(1)2(( )6( = (2 )>
onn = (n n n n
~ n(n+1) <2n+1 1)_ n+1 ><n—l_nJrl
~ (n—1)n2 6 2)  (n—1)n 3 | 3n |
) 1 . 1 . ) ;
3. lim Pr=—]et| lim P»,= | ce qui prouve que lorsque n tend vers l'infini, effectuer des
n—-+00o 3 n—+4o00 3

tirages avec ou sans remise a peu d’incidence sur le calcul de cette probabilité.

Exercice 24. Trésor au chiteau de Versailles. Le chdteau contient N coffres.

Le roi Louis X1V a mis, avec probabilité p, le trésor dans un des coffres, tiré au sort, et avec probabilité
1 —p, il Ua confié a son conseiller, Jean-Baptiste Colbert.

Un passant a ouvert les N — 1 premiers coffres, sans succes.
Quelle est la probabilité pour qu’il trouve le trésor dans le dernier coffre ¢

Correction.

Analyse du sujet. On admet qu’il existe un espace probabilisé fini (2, P) et des événements B et
Cq,...,Cn tels que

e la famille (C1,...,Cy, B) soit un systéme complet d’événements
e quel que soiti € [1,N], on a P(C;) = &
e P(B)=1-p.

La question revient a déterminer :
P(CN ‘ aﬁ <N CN—I)-

Réponse. On a

- S P(Cin---NCn_1NC
P(CN|Clﬂ'--ﬂCN_1) = ( ! Nl N)

P(Cin---NCn-1)

La famille (Cy,...,Cn,B) est un systéme complet d’événements, donc l'intersection des complé-
mentaires C1 N---NCn_1 est simplement égale a Cn Ll B.
En particulier, C1N---NCy_1NCN = (CN L B) NCy =Cy.
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Le calcul se simplifie donc grandement :

- _ P(C
P(CN|Clﬂ"'mCN—1)—P(C(NZ)B)

P(Cy)
+P(B)

s
Q
E/A

=S
+
= =2k
\
=

s
+
=
|
S

Exercice 25. Téléphone. Blaise est distrait et il ne fait pas trés attention a son téléphone portable, qui
peut ne pas étre en sa possession pendant plusieurs jours sans qu’il s’en apergoive (i.e. s’il l’a oublié un
jour, alors il ne l'a plus pour le reste de la semaine).

Chaque jour, si Blaise a son téléphone en début de journée, il a la probabilité p €]0,1[ de loublier pendant
la journée.

1. L’événement L « il a oublié¢ son téléphone le lundi » et I’événement M « il a oublié son téléphone le
mardi » sont-il indépendants ?

2. Ecrire 'événement S « il a oublié son téléphone durant la semaine de travail », d Uaide des événements
L, M, Me, J,V ou de leurs événements contraires. En déduire la probabilité de S.

3. Justement, ce samedi matin tres tot, il veut téléphoner mais il ne retrouve plus son téléphone. Il est
cependant certain de l’avoir eu en sa possession lundi matin.

(a) Quelle est la probabilité que Blaise ait oublié son téléphone dans la journée de lundi ?

(b) Quel est le jour le plus probable ot eut lieu cet oubli ?

Correction.

1. Comme p €]0,1[, on a P(L) =p# 0 et P(L) =1 —p # 0. On peut donc s’intéresser a Pr(M) et
P+ (M).
Si Blaise a oublié son téléphone le lundi, il ne peut l'oublier le mardi donc Pr(M) = 0. On en
déduit que P(M N L) =0.
Sl ne l’a pas oublié lundi, il a la probabilité p de 'oublier le mardi : PZ(]\/[) = p donc
P(M)=P(MNL)+P(MNL)=0+P(L)P(M)=p(l-p).

De plus, P(L) = p donc P(L)P(M) = p*(1 — p) # 0 = P(M N L) donc ’ L et M ne sont pas indépendants ‘

2.0naS=LUMUMeUJUV.
Premiére méthode. Les unions étant disjointes, on a P(S) =P(L) +P(M) +P(Me) + P(J) +
P(V), ou P(L) et P(M) ont déja été calculés.
De plus, P(Me) = P(MenN M NL)=p(1—p)? P(J)=P(JNMenMNL)=p(l—p)? et
PV)=P(VNnJnNnMenMnL)=p(l-p

1-(1-p)°
1-(1-p)
Deuxiéme méthode. Alors S=LNMNMeNJNV, et d’aprés la formule des probabilités com-

Ainsi, | P(S) = p+p(1 = p) +p(1 = p)* + p(1 = p)’ + p(1 = p)* = p x =1-(1-p)°|
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posées, on a :

P(S) = P(L)PL(M)P 57 (Me)Pr 707 (NP sznsrerns (V) = (1= 1),

donc |P(S) =1—(1—-p)°|

P(SNL P(L
3. (a) La probabilité recherchée est|Pg(L) = (P:q(S) ) = PES; =1 (1p 7
— — p o

(b) De méme, Pg(M) = P(5N M) _ P(M)  p(1-p)

P(S) pw>—1;a—m5
. P(SnMe)  P(Me)  p(1-p)
Ps(Me) = P(S) — P(S) 1-(1-p)
CP(SNJ) P()  p(l-p)
Ps(7) P(S) ~ P(S) 1-(1-p)>
4
Pa(V) = P(SNV) P(V)  p(l-p)

P(S)  P(S) 1-(1-p)p
Ona0<1l—p<1etp>0doncp(l—p?*<pl—p)?3<pld—p?<pl-p) <p donc

PS(V) < Ps(J) < Ps(]we) < Ps(]W) < P5<L).

En conclusion, | le jour le plus probable ot eut lieu cet oubli est le lundi‘,

Exercice 26. Téléphone arabe. Soit n € N.
Des individus Ag, A1, ..., A, se transmettent un message.

Chaque individu Ay, transmet le message a Axy1 de facon fidéle avec une probabilité p ou en envoyant le
message contraire avec une probabilité 1 — p.

Tous les individus se comportent de maniére indépendante.
On note pg la probabilité pour que le message regu par Ay soit le message initial de Ag.
On pose pg = 1.

1. Déterminer une relation de récurrence vérifiée par la famille (pk)ke[[o,n]]-

2. En déduire la valeur de p, et sa limite lorsque n tend vers linfini.

Correction.

1. Pour tout k € [0,n], notons By, l’événement « l'individu Ay a regu le bon message ».
On peut considérer que [’énoncé nous donne les informations suivantes :

i P(Bo) — 1,‘
° Vke[[oﬁnilﬂf})(Bk-‘rl |B]¢):p,
. VkE[[O,nflﬂ,}%Bk_H|Ek):1*p.

On trouve alors une relation de récurrence immédiate sur (P(By))keo,n]-
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Pour tout k € [0,n — 1], on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(By1) = P(Biy1 | Br)P(Bg) + P(Byy1 | Bi)P(By)
=pP(By) + (1 —p)(1 = P(By))
= (2p — DP(Bg) + (1 —p).

Bilan :

’Vk ef0,n—1], prr1=2p—Dpr+ (1 —p) ‘

2. La suite (py) est donc une suite arithmético-géométrique. D ot

o Casp=1. AlorsVk € [0,n], pp = 1.
En particulier, p, = 1.
Donc la suite (pp)nen converge vers 1.

e Cas p € [0,1[. Alors 1/2 est point five de (pr)pecjon] €t (Pk — 1/2)kefon] €st une suite
géométrique de raison 2p — 1 et de premier terme py — 1/2 = 1/2, donc pour tout k € [0, n]
on apk—%:%@p—l)k.

En particulier, on a p, = % + % (2p—1)".

* Sip€)0,1[, alors 2p — 1 €] — 1,1[, donc la suite (pn)nen converge vers %

L+ (=" {1 si n est pair

* Sip =0, alors p, = 5

0 sitnon
1 + (_1)'”

Donc la suite (pn)nen = ( 9

diverqge.
)nEN g

Exercice 27. Let’s make a deal. Vous participez a un jeu ou l’on vous propose trois portes au choiz.
L’une des portes cache une voiture & gagner, et chacune des deuxr autres une chévre.

Vous choisissez une porte, mais sans l'ouvrir! L’animateur, qui sait ot est la voiture, ouvre une autre
porte, derriére laquelle se trouve une chévre. Il vous donne maintenant le choir entre : vous en tenir a
votre choix initial, ou changer de porte. Qu’avez-vous intérét a faire ? Cest un probléme auquel étaient confrontés

les invités du jeu télévisé Let’s make a deal de Monty Hall (animateur et producteur américain).

Correction. Supposons, sans perte de généralité, que la voiture est derriére la porte 1, les chévres
derriére les portes 2 et 3.
Le jeu se déroule alors comme suit.

o Sans changement de porte :

— le spectateur choisit la porte 1, donc l'animateur ouvre indifféremment ['une des deux autres
portes, et le spectateur gagne.

— le spectateur choisit la porte 2, donc l’animateur ouvre la porte 3, et le spectateur perd.

— le spectateur choisit la porte 3, donc l’animateur ouvre la porte 2, et le spectateur perd.
o Avec changement de porte :

— le spectateur choisit la porte 1, l'animateur ouvre indifféremment 'une des deux autres portes,
le spectateur ouvre l'autre et perd.
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— le spectateur choisit la porte 2, donc l'animateur ouvre la porte 3, le spectateur ouvre la porte
1 et gagne.

— le spectateur choisit la porte 3, donc l'animateur ouvre la porte 2, le spectateur ouvre la porte
1 et gagne.

Bilan : s’il change de porte, il gagne 2 fois sur 3, sinon seulement 1 fois sur 3.
1l vaut donc mieux changer de porte!

Indépendance

Exercice 28. Usine. Une usine fabrique des composants électroniques sur trois machines. Les machines
My, My et M3 produisent respectivement 50%, 30% et 20% des composants. Le qualiticien de l'usine estime
que :

2% des composants fabriqués par la machine My sont défectueu.
3% des composants fabriqués par la machine My sont défectueu.

5% des composants fabriqués par la machine Mz sont défectueuz.

Quelle est la probabilité qu’un composant pris au hasard d la sortie de l'usine soit défectueux ?
Les événements « la picce est défectueuse » et « la piece provient de My » sont-ils indépendants ?

Un composant est défectueux. Quelle est la probabilité pour qu’il provienne de My ?

Correction.

1.

Notons, pour tout i € [1,3], M; I’événement « l'objet prélevé a été fabriqué par la machine M; » et
D [’événement « l'objet prélevé est défectueux ».

D’aprés 'énoncé, on a : P(M;) = 0,5, P(M2) = 0,3, P(M3) = 0,2, Pas, (D) = 0,02, Py, (D) =
0,03 et Py, (D) = 0,05.

La famille (My, Mo, M3) forme un systéme complet d’événements donc la formule des probabilités
totales donne :

P(D) = P(D 1 M) + P(D 1 M) + P(D 1 M)
= P(M1)Par, (D) + P(Mz)P s, (D) + P(M3)P s, (D)
—0,5x0,0240,3x0,03+0,2 % 0,05

1
— (10 + 9+ 10) =

= =0, 029.
1000 0,029

1000

Ainsi, | P(D) = 0,029 \

1
D’aprés le calcul précédent, P(D N M) = % =0,01.

Par ailleurs, P(D) x P(M7) = 0,029 x 0,5 = 0,0145.
Ainsi, P(D) x P(My) # P(D N M) donc ’ D et My ne sont pas indépendants|.
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P(DN M 0,01 10
3. La probabilité recherchée est : |Pp(My) | = (P(D) V) =5 ’029 =| 39 |

Exercice 29. Pile ou face. On effectue n lancers indépendants d’une piéce pour laquelle la probabilité
d’obtenir pile est p €]0,1[ et on pose ¢ =1 — p.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois pile ?

2. Quelle est la probabilité qu’au cours de ces n lancers, face ne soit jamais suivi de pile ?
Correction. L’univers Q est l’ensemble des n-listes d’éléments de {pile, face}. On le munit d’une
probabilité P.

1. Notons A l’événement « obtenir au moins une fois pile » donc A est I’événement « ne jamais avoir
pile » ou encore « avoir face aux n lancers ».

Les lancers étant indépendants, on a : P(A) = ¢™ donc ’ P(A)=1-4q" ‘

2. Notons B l’événement « face n’est jamais suivi de pile » i.e. « s’il y a un face a un lancer, alors
les lancers suivants donnent pile ».
Notons également pour tout k € [1,n], Fy l’événement « avoir face au k-éme lancer.

Premiére rédaction. Posons pour tout k € [1,n], Il I’événement « le premier face apparait au
k-iéme lancer, et 11,41 lévénement « il n’y a jamais de face ». Il est clair que (Il)1<p<n+1
est une S.C.E. de Q.
Pour tout k € [1,n+ 1], on a

ank:(Em...mﬁ>m(kaFka...an)’

ot on rappelle que par convention, un produilt vide de parties de ) vaut €.

Les lancers étant indépendants, on a P(B N1l;) = pF g Rt et dlaprés la formule des
probabilités totales, on a :
n+1 .
n+1 n on P=4=3
P(B) =Y P(BNI) =Y piq" "=
k=1 k=0 g tt—prtt
sipF#q.
q—7p

Deuxiéme rédaction. On note By l'événement « les k premiers lancers donnent pile, et les n—k
derniers donnent face », on a :

n
B=||BroiBy=FiN---NF_1NFNFpyN---NF,.
k=0

Les lancers étant indépendants, on a P(By) = p*q™ " et les unions étant disjointes, on obtient
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encore .
n+1 .
n n on Sip=4d=3
P(B) =3 P(B) =3 vt =9
k=0 k=0 q —Pp .
sip#q.
q—p

Exercice 30. Ecart a I’indépendance. Soient , 3,7,0 € R el deuz événements A el B tels que P(AN
B)=a,P(ANB)=p3,P(ANB)=v et P(ANB) =0.

1. Montrer que P(AN B) — P(A)P(B) = ad — 7.
2. Montrer que |[P(ANB) —P(A)P(B)| < (1 —&) avec & a déterminer a 'aide des données de I’énoncé.

3. En déduire que |[P(ANB) —P(A)P(B)| <

=

Correction.

1. e La famille (AN B,AN B,ANB,AnN E) est un systeme complet d’événements. On a donc
la+pB+y+0=1]

o (B, B) forme un systéme complet d’événements donc : P(A) = P(ANB)+P(ANB) = a+ 7,

« De méme, comme (A, A) forme un systéme complet d’événements, on a : P(B) = a + .

o Ainsi,

P(ANB) -P(AP(B) =a—(a+y)(a+f)=al —a——v) -y =ad - B7.
=5

Remarque : ’ A et B sont indépendants ssi P(ANB) —P(A)P(B) =0 ssit ad — By =0 ssi ad = fy ‘

2. D’aprés la question précédente |P(AN B) — P(A)P(B)| = |ad — B7].

e Premier cas : si ad — 8y > 0, alors |[P(ANB) —P(A)P(B)| = ad — fy < ad < a(l — «a)
(car o +0 < 1).

o Deuxiéme cas : sinon, ad — 3y <0, et |P(ANB) —P(A)P(B)| =y —ad < py < B(1-P)
(car f+v <1).

[P(ANB) — P(A)P(B)| < £(1 — €) avec £ € {o, 5}

Dans tous les cas,

W=

3. On a classiquement : |Vx € R, z(1 —x) <

o Premiére méthode. On étudie les variations de la fonction x +— x(1 —x) (dérivable sur R)
qui admet un mazximum global en 1/2 valant 1/4.

2
« Deuxiéme méthode. Vz € R, 1 —z(1 —z) = (;r2 —x+ %) = (T — %) > 0.
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>~ =

P(ANB) - P(A)P(B)| <

Ainsi, on déduit de la question précédente que

Exercice 31. Indicatrice d’Euler. Soit un entier n > 2. On choisit au hasard un entier compris entre
1 et n. Pour k un entier naturel non nul, on note A l'événement : « l’entier choisi est divisible par k ».

1. Calculer P(Ay) pour tout k € N*. Qu’obtient-on si k divise n ?
2. Notons pi1,pa,.-.,Dr les facteurs premiers distincts de n.
(a) Montrer que les événements Ay, , Ap,, ..., Ap, sont mutuellement indépendants.
(b) On désigne par ¢ la fonction indicatrice d’Euler définie pour tout n € N* par
p(n) = Card{l € [1,n], £ An=1}.
pn) 1 1
Déduire des questions précédentes que ——— = H (1 — —) .
n : bi
=1
Correction.
1. e Sik>n+1 alors Ay = & donc P(A4;) = 0.
o Supposons maintenant que k € [1,n]. Les entiers entre 1 et n, divisibles par k, sont k, 2k, . .., jk,
avec jk <n < (j 4+ 1)k. On remarque que j = {ZJ Comme on choisit au hasard et qu’il y a

i3]

Jj cas favorables, on obtient : | P(Ay) = = = -~
n

n n 1
De plus, si k divise n_alors {J = — et P(4;) = —.
k k k
2. (a) Soit I une partie non vide de [1,7]. Alors (;c; Ap, est ’ensemble des entiers de [1,n] divisibles
par tous les p;, pour i € I.
Soit k € [1,n].
o Sik appartient a (;c; Ap,, alors chaque p; est un facteur premier de k et comme les p;
sont des nombres premiers distincts, [[;c;p;i divise k.
e Réciproquement, si [[;c;pi divise k alors a fortiori, pour tout i € I, p; divise k, donc

ke Ay. On en déduit k € ;e Ap, -

On a donc ﬂ Ap, = AHP' . D’apreés la premiére question (comme Hpq; divise n et Vi € I,
i€l ! i€l

el
pi divise n), on en déduit

mﬂ%%&mnwz‘lznlzﬂm@»

el Pi  gerPi icr

= iel

’ On en déduit que les événements Ap,, Ap,, ..., Ap, sont mutuellement indépendants‘.

(b) Les éléments de [1,n], qui sont premiers avec n, sont ceux qui ne sont divisibles ni par p1,.. .,

T T
ni par p,, c’est-a-dire ceux qui appartiennent d ﬂ A,,, donc p(n) = Card (ﬂ Apz.).
i=1 i=1
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Les événements Ay, , Ap,, ..., Ay, sont indépendants car les événements A, , Ap,, ..., Ap,. le sont
(par théoréme). On en déduit que la probabilité de choisir un entier premier avec n vaut

oy CHdA) ,
- — () = TTP(E) = [T - P, =TT (1- ).
n n i=1 i=1 i=1 i=1 DPi
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