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Dimensions

Exercice 1. Montrer que les espaces suivants sont des espaces vectoriels et déterminer leur dimension.
On donnera une base pour chacun.

1. E= {(.’E1,$2,l‘3,l’4) eR! ’ r1 +x9 — 223+ 314 = 0}

2. E ={(z1,72,73,74) ER* | 21 + 22 =0, 73 + 24 = 0}.

a+b a-0»
_ 2 2 2
3. T= ol aib (a,b) e K
2 2

4. E={f e F(R,R) | I(a,p) € R Vz € R, f(x)=acos(x—¢p)}.
5. E={P e Ry[X] | P(1) = P'(1) =0}.
6. E={PeR3[X]| P(1)=P'(1) =0}.

Correction.

1
1. Soit (x1, 29,73, 24) €ERY On a : (v1,79,23,74) € E <= 13 = 5(@ + x9 + 3x4) donc

’E = Vect (e, €2, €3) ‘ ot e = (1,0, %,O), es = (0,1, %,O) etes = (0,0, %, 1), donc’E est un R-espace vectoriel

et (e1,e9,e3) est une famille génératrice de E. De plus, on vérifie aisément que (e, e, e3) est libre.

On en déduit que ’ (e1,e2,€e3) est une base de E ‘

1+ 29 =0

< xr=(r1,—21,T3,—2
IE3+.’E4:0 ( 1, 1,43, 3)

2. Soit (x1, 2, 23,14) € R Ona : (x1, 20, 73,24) € E {

donc E = Vect (e1,e2) ot e = (1,—1,0,0) et ea = (0,0,1, —1) d’oa’E est un s.e.v.de R*

dré par (e1, e2). De plus, les vecteurs ey et ea ne sont pas colinéaires donc’ (e1,e2) est une base de E‘

et [dim E = 2]

, engen-

a+b a—0> _ .
3. Pour tout (a,b) € K2, a 2 b 4 —21- p | =aA+bB avec A= (% %) et B = (_21 %) Ainsi,
2 2 2 2
2 2
I' = Vect (A, B) donc ’I’ est un ssev de #>(K) ‘

b —b
Soit (a,b) € R%. On a : aA+bB = 0 = a; :a2 =0= a=0>b=0, ce qui prouve que

(A, B) est libre. Ainsi, (A, B) est une base de ' donc|dimT = 2.

4. On a déja montré que E est un s.e.v. de R® et méme que E = Vect (cos, sin).
De plus, la famille (cos,sin) est libre. En effet, soit (a,b) € R? tels que acos+bsin = 0. Alors en
¢valuant en 0, on obtient : a =0 et en évaluant en 5, on obtient : b = 0.

(cos,sin) est une base de E‘ donc ’dim(E) =2 ‘

Ainsi,

e Montrons que E est un s.e.v. de RR. La fonction nulle appartient a E et E est clairement
stable par multiplication par un scalaire. Veérifions la stabilité par somme.
Soient f,g € E. Alors il existe a,b, o, tels que f : x> acos(xz — @) et g: x> beos(x — ).
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5. Méthode 1. Soit P € E. D’aprés la formule de Taylor en 1, on a : P =

o Ainsi,

Ve e R, (f+g)(x) =acos(x — @)+ beos(z — 1)
= acosxcosp + asinxsing + bcosx cosy + bsinxsin
= cosz(acosy + bcosv) + sinz(asin g + bsiny)

= Acosz + Bsinx.
St (AaB):<07O) alorsf+g:0 d0n0f+g€E
Sinon, (A, B) # (0,0), et il existe 0 € R tel que cosf = \/ﬁ

Ve e R, (f+g)(x) =A%+ B2cos(x — 0) et la encore, f+g € E.
On en déduit que ’ E est un s.e.v. de RR ‘

et sinf = d’ou

__B
VA2+B2’

Soit f € E. Alors 3(a,¢) € R?, Vz € R, f(z) = acos(x — ¢) = acosxcosy + asinzsing €
Vect (cos, sin). Donc E C Vect (cos, sin).

Réciproquement, cos € E (en prenanta =1 et ¢ =0) et sin € E (en prenanta =1 et p = g}
Puis, E étant un s.e.v., il est stable par CL donc Vect (cos,sin) C E.

E = Vect (cos, sin) ‘ i.e. (cos,sin) est génératrice de E.

P”(l)

(X —1)2, donc

E C Vect ((X —1)?).
Méthode 2. Soit P € E. Alors 1 est racine de P de multiplicité au moins 2, donc (X — 1)%|P et
comme deg P < 2, il existe A € R tel que P = \(X — 1)?, donc E C Vect (X — 1)?).

Réciproquement, pour tout A € K, le polynome A\(X —1)? est bien dans E donc

E = Vect ((X —1)%)|.

Ainsi, E est un espace vectoriel engendré par un polynéme non nul donc |dim(E) = 1|.

6. Méthode 1 (futée). Toujours d’aprés la formule de Taylor en 1, on a : E C Vect (X —1)%, (X —1)3).
Réciproquement, pour tout (\, ) € K2, le polynéme P = N(X —1)?+u(X —1)3 est bien dans E (en
effet, il est divisible par (X —1)2, donc 1 est racine de P de multiplicité > 2 donc P(1) = P'(1) = 0).

Ainsi, | E = Vect ((X —1)%,(X —1)?)|. Donc E est un espace vectoriel, engendré par deuz poly-

nomes non nuls et échelonnés en degré d’ou |dim(E) = 2.
Méthode 2 (laborieuse). On a :

E={aX3+bX>+cX +d| (a,b,c,d) €R? a+b+c+d=0, 3a+2b+c=0}
= {aX3 +bX%+ (=30 —20)X + (2a +b) | (a,b) € R?}
= Vect (X3—3X+2,X2—2X+1)

Puisque les polynomes X2 —3X +2 et X?—2X +1 sont non nuls et a degrés échelonnés, ils forment
une famille libre donc une base de E et dim(E) = 2.
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Exercice 2. Déterminer le noyau et l'image des applications linéaires suivantes, ainsi que les dimensions
de ces sous-espaces vectoriels.

1. f: R} = R3

(x,y,2) — (z—y,y—2z,2—2x)
2. g: #M(C) — C
CCL 2 — a+d
3. A Ky[X] — K,[X] (pour n € N* fixé)

P — P(X+1)-P(X)

Correction.

1. Soit (z,y,2) ER3. On a : (z,y,2) € Ker(f) & ... & x =y =2z =0 donc (donc f
est injective) et ’ dim(Ker(f)) =0 ‘
Méthode 1. f € L(R?) et dim(R?) = 3 < 400 et dans ce cas f injective ssi f surjective ssi f
bijective. On en déduit donc que f est surjective et|Im(f) = R3|.
Méthode 2. f € L(R?) et dim(R3?) = 3 < 400 donc d’aprés le théoréme du rang : 3 = rg(f) +
dim(Ker(f)) puis m Comme on a linclusion automatique Im(f) C R? et I’égalité des

dimensions, ces espaces vectoriels sont égaux : |Im(f) = R3|.

2. Soit (a,b,c,d) € R*. Ona: M = <Z Z) € Ker(g) & d = —a donc Ker(g) = {((z b

—a

‘ (a,b,c) € R3}

De plus, (M, Ma, Ms3) est libre donc c¢’est une base de Ker(g) et’dim(Ker(g)) =3 ‘
N.B. : Ker(g) est un hyperplan de .#5(C).
g est une forme linéaire non nulle (car g(I2) = 2) donc ’rg(g) = 1‘ et ’ Im(g) =C ‘

3. e Il est évident que Ko[X] C KerA. Montrons l'inclusion réciproque.
Soit donc P € K,[X] tel que A(P) = 0. Alors on a P(X +1) = P(X) et pour tout n €
Z, P(n) = P(0), donc le polynome P(X) — P(0) posséde une infinité de racines (tous les

entiers). Par suite, il est nul et P est constant. Ainsi, on a ’KerA = Ko[X] ‘

o D’aprés la formule du rang, on a dim(ImA) = n. Comme ImA est évidemment incluse dans
Ky—1[X] (car les polynomes P(X) et P(X +1) ont le méme coefficient en X™), on en déduit,
par égalité des dimensions, que ’ImA =K,—1[X]|.
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Exercice 3. Espaces de matrices. Soit n € N*. Rappeler la dimension de #,(K). Déterminer les
dimensions :

(i

de lespace Dy (K) des matrices diagonales ;
(i1) de Uespace T,7 (K) des matrices triangulaires supérieures ;

(tv

)
)
(7i1) de Uespace T, (K) des matrices triangulaires inférieures ;
) de Uespace Sy, (K) des matrices symétriques ;

)

(v

de lespace A, (K) des matrices antisymétriques ;

Correction. | La dimension de .#,(K) est n?|. La base canonique (Eij)i<ij<n, qui a n? éléments, en
atteste.

Dans la plupart des cas, nous donnerons deux démonstrations, dont la premicre sera toujours d’exhiber
une base.

(i) Premiere méthode. Montrons que la famille Zp, (k) = (E1,1,- ., Enn) est une base de Dy(K),

ce qui donnera ’dim D,(K)=n ‘

o Déja, clairement, Vi € [1,n], E;; € D,(K).
o Comme la famille Bp, k) est une sous-famille de la base canonique, elle est libre.
e Soit M = (mi7j)1§¢7j§n S DTL(K).

On a done ¥(i,j) € [1,n]?, i #j = m;;j =0, et donc

M = Z mmEm == meEH
i=1

1<i,j<n

Cela montre M € Vect (93Dn(ﬂ<)) et, donc, que Bp, (k) est génératrice de D, (K).

Deuxieme méthode. Considérons l’application

¢ K" — Dyu(K)
()\17~~-7)\n) — Diag()\l,...,)\n).

o (ette application est bien définie.

o On montre directement qu’elle est linéaire, c’est-a-dire que ¢ € L(K", Dy, (K)).

o Cette application est injective. Soit (A1,..., \,) € Kerg. On a Diag(A1,...,\,) =0. En
particulier, pour tout i € [1,n], le coefficient (i,i) de ¢p(A1,...,\n) doit étre nul, ce qui
montre \; = 0. Puisque cela est vrai pour tout i, on a (A1,...,A,) = 0. On a donc
Ker¢ = {0}, ce qui montre que ¢ est injective.

o Cette application est surjective. Soit M = (m;j)i<ij<n € Dn(K). Tous les coefficients
hors diagonale de M sont nuls, donc

M = Diag(mi1,...,mnn) = ¢(Mi1,...,Mpy) € Ime.

Ainsi, ¢ est un isomorphisme, ce qui montre que ’dim D, (K) =dimK" =n ‘

Lycée Sainte-Geneviéve 4 C. Vergé



PCSI 2 TD 18 - Espace vectoriel en dimension finie (Correction) Année 2024-2025

(1i) Montrons que la famille ggT,j'(]K) = (Bvi,.. s Bin, Eao, oo s Eopy ooy En i1, En_1n, Enpn) est

une base de T, (K), ce qui montrera que |[dim T (K)=n+(n—1)+---+2+1= % .

o Déja, clairement, quels que soient i et j € [1,n] vérifiant i < j, on a E; j € T, (K) : Q%’T:(K)
est bien une famille de matrices de T} (K).

o Comme la famille '%TJ“(K) est une sous-famille de la base canonique, elle est libre.
o Soit M = (mij)i<ij<n € T, (K).
On a done ¥(i,j) € [1,n]?, i > j = m;j =0, et donc
M= 3 miE

1<ij<n

n n

=2 > miyBi
i=1j=1

n

n
= Z Z mi’jEm'.
i=1 j=i

Cela montre M € Vect (ﬁTﬂK)) et, donc, que %TJF(K) est génératrice de T, (K).

(7i1) Premieére méthode. On montre exactement comme au point précédent que

PBr—w) = (Er1,E21, Bz, Epvy, - Enin1, Eny, oo Engp)

n

est une base de T, (K).

Deuxiéme méthode. L’application T : Mn(K) — #,(K) est clairement un automorphisme
M = M
de M,(K) : sa linéarité est un résultat du cours, et le fait que T2 = Id 4, k) montre que c’est
une symétrie, et donc un automorphisme.
Comme 7 (T,F(K)) = T, (K), cet automorphisme induit un isomorphisme 7 : T, (K) —
T, (K). Ainsi, les sous-espaces vectoriels T,F (K) et T, (K) sont isomorphes : ils ont donc
la méme dimension.

n(n+1)
—5 |

Quelle que soit la méthode, on trouve |dim T, (K) =

(iv) Premiére méthode. Pour (i,j) € [1,n]? tel que i < j, notons

D o Ei,i st 1= ]
" Ei,j + Ejﬂ' sinon.

Montrons que la famille

%)Sn(ﬂ() = (21717 ceey ELTL; E2,27 ceey E2,n7 ey En—17n—17 En—l,nv En,n)

est une base de Sy, (K).
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o Déja, clairement, quels que soient i < j, 3; ; € Sp(K).
o Montrons que la famille B, ) est libre.

Soit (Nij)i<i<j<n une famille de scalaires telle que Y 1<i<j<n i i = 0.
Cette relation se réécrit

Z )\i’i27j7¢ + Z /\M(EM + Ej’i) =0

i=1 1<i<j<n
donc Z)\”E“+ > XigEij+ >, NijEji=0
1<i<j<n 1<i<j<n
donc Z/\”E“—i— Y NijEii+ > NEij=0.
1<i<j<n 1<5<i<n

Cette derniere assertion est une relation de liaison entre les vecteurs de la base canonique.
A ce titre, elle doit étre triviale, ce qui montre que, quel que soit 1, Aii = 0 et, quels que
soient © < g, Ajj = 0.

Notre famille de scalaires est donc triviale, ce qui acheve la preuve de la liberté de B, k-
Soit M = (mi7j)1§¢7j§n S Sn(K)

On a donc, quels que soient i,j € [1,n], m; j = m;;.

On a
M= ) mi;B
1<i,j<n
—Zm“E”-F Z m; ;B + Z m jE; j
1<i<j<n 1<i<i<n
_ZmLLZLZ+ Z mLJELJ+ Z sz 1,J
1<i<j<n 1<j<i<n
n
Zm“2”+ Z m; ;i F; j + Z m; ;B
=1 1<i<j<n 1<i<j<n

I
M:

LLZZZ+ Z ml] LJ+Ej7i)

1<i<j<n
7= =i

= >, mi Sy,

1<i<j<n

s
Il
—

ce qui montre que M € Vect (%SH(K)) et, donc, que HBg, (k) est génératrice de S, (K).

Remarque. Dans le cas n = 2, la base que nous avons exhibée est donc

(65)-0)-5 1))
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Deuxieme méthode. Considérons l’application

o Il est clair que 1 est bien définie.
o On montre sans difficulté que ¢ € L(T,}(K), S, (K)).
o Montrons que 1 est injective. Soit M € Kertp. On a donc (M) =M + M = 0.

e Soitie[l,n]. On a

0

0= {M + MT} = [M)ii 4+ M5 = 2[M); 4,

donc [M]; ; = 0.
e Soiti < j dans [1,n]. On a

0= [M+MT] = [M];; + [M];,
Zv] W_/

=0
donc [M]; ; = 0.
Cela démontre M = 0. On a donc Keryp) = {0}, ce qui montre que v est injective.
o Montrons que ¢ est surjective. Soit S € S, (K). Définissons la matrice T € My, (K) par

[S]iﬁ' St 1 <j
(i) € [Ln]? [T)iy = Bt sii=j
0 804 > j.

Il est clair que T € T, (K).
Montrons qu’alors (T) =T +TT = S. Soit (i,5) € [1,n]?.
o Sii<j,ona
[W(T);; = [Thij + [T]) = [Sliy + 0= [S]i;-

e Sii=7,o0na

WD), = Tlii+ [T)ii = —>

)

o Sii>7j,ona

car S est symétrique.

Ainsi, ¥ : TH(K) — S,(K) est un isomorphisme, ce qui montre que ces deux sous-espaces
vectoriels ont la méme dimension.

. . . n(n+1
Quelle que soit la méthode, on trouve | dim S, (K) = % )
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(v) Premiére méthode. Pour (i,j) € [1,n]? tel que i < j, notons
Aij = Eij — Eji.
Montrons que la famille

Ba,w) = M2, s A, Aagy oy Aoy s A1)

est une base de A, (K).

o Déja, clairement, quels que soient i < j, A; ; € Ap(K).
o Montrons que la famille $ 4, ) est libre.
Soit (Nij)i<icj<n une famille de scalaires telle que

Z /\i,in,j =0.

1<i<j<n

Cette relation se réécrit

Z )\ J JZ) =0 donc Z )\i,jEi,j — Z AZ’J‘E i =

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

donc Z OEl i + Z A JE i, Z Aj,iEi,j = 0.

1<i<j<n 1<j<i<n

Cette derniére assertion est une relation de liaison entre les vecteurs de la base canonique.

A ce titre, elle doit étre triviale, ce qui montre que, quels que soient i < j, Aij = 0.

La famille (N j)1<i<j<n est donc triviale, ce qui achéve la preuve de la liberté de B, (K)-
e Soit M = (mi7j)1§i7j§n € AH(K)

On a donc, quels que soient 1,5 € [1,n], m;; +mj; = 0. En particulier, quel que soit

1€ ﬂl,n], m;; = 0.

On a
> mijEij
1<ij<n
—meEu+ Y. migBii+ Y, miBiy
1<i<j<n 1<j<i<n
= Z mijBij— ), mjiBi;
1<i<j<n 1<j<i<n
= > miBij— Y mijEj;
1<i<j<n 1<i<j<n
= > mij(Eij— Ej),
1<i<y<n N
<> :Ai,j

ce qui montre que M € Vect (%An(K)) et, donc, que B4, k) est génératrice de Ay, (K).
Deuxiéme méthode. Montrons que S,(K) ® A, (K) = ., (K).
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On pourrait le faire a la main, mais le plus habile est de considérer

T Mp(K) — M,(K)
M = MT

dont on a vu qu’il s’agissait d’une symétrie.

Le théoreme de classification des symétries montre alors que

§ﬂ7L(K) = Ker(T — Id]\j”’(K)) D KeI‘(T —+ Idl\ln(K)) .

=5 (K) =A,(K)

On a donc dim S, (K) + dim A4, (K) = dim .#,,(K) = n?, ce qui montre que

n(n+1).

dim A, (K) = n? — 5

. . . —1
Quelle que soit la méthode, on trouve | dim A, (K) = % .

Familles de vecteurs

Exercice 4. Endomorphisme nilpotent. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit f € L(E) un
endomorphisme nilpotent, d’indice de nilpotence p € N* (c¢’est-a-dire p = min {k eEN| fk= 0})

1. Montrer qu’il existe e € E tel que (e, f(e),..., fP~1(e)) est libre.

2. Montrer que f™ = 0.

Correction.

1. Par définition de p, on a fP~' # Oz gy Donc il existe e € E tel que P Ye) # 0g.
Pour ce vecteur e, montrons que la famille (e, f(e), ..., fP~1(e)) est libre.

Par I’absurde, en partant par la gauche

Donnons-nous des scalaires Ao, ..., A\p—1 tels que
)\0(3—|—)\1f((3)—|—"-—|—)\p,1fp_1((3) =0g. (*)

Montrons que tous les A\, sont nuls.
Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe un A\ non nul.

Prenons Uindice i le plus petit pour lequel \; est non nul, autrement dit posons
i = min {k € [0,p—1]| A # 0}

(c’est licite car l’ensemble en question est une partie de N non vide).
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L’équation (%) devient donc :
Aif'(€) + Xig fH(e) + -+ Ap1 fPT (e) = 0.
Appliquons fP~'=% (licite car p—1 —1i € N). On a alors
AifP7He) + Aira fP(e) + - 4+ Xt [P (e) = O
Comme, pour tout k > p, on a f¥ = Oz(E), on en déduit
AifPHe) = 0p.

Le vecteur fP~1(e) est non nul, donc c’est le scalaire \; qui est nul, ce qui contredit la définition

de 1.

Par récurrence (finie) « sur les scalaires »

Donnons-nous des scalaires Ao, ..., A\p—1 tels que
Moe+Arf(e) + -+ A1 P (e) = 0p (%)

Montrons que tous les N, sont nuls.

Pour tout k € [0,p — 1], on note Hy, : « A\g =+ = A\, = Og ».

C’est une récurrence forte déguisée en récurrence simple.

o Appliquons fP~1 a l’égalité initiale.
Comme, pour tout i > p, on a f* = Oz(E), on en déduit

)\ofpfl(e) =0g.

Le vecteur fP=Y(e) est non nul, donc c’est le scalaire \g qui est nul.

D’ou Hg.
o Soit k € [0,p— 2] tel que Hy. Montrons Hp1.
D’aprés Hi., on a donc A\g = --- = X\, = 0.

En reportant dans l’égalité (%), on obtient
Mot S e) + -+ A1 P (e) = 0p.

Appliquons fP~1=H+D (licite car p— 2 — k € N).
Comme, pour tout i > p, on a f* = Oz, on en déduit

)\k_pril(e) =0g.

Le vecteur fP=Y(e) est non nul, donc c’est le scalaire Mgy 1 qui est nul.

On a donc Ag="+--= XA = Ae31 =0, d’oti Hp1.
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o Par théoréme de récurrence, on a montré Yk € [0,p— 1], Hg.

e En particulier, H,—1 est vraie. Donc tous les \; sont nuls!

Par récurrence (descendante et finie) « sur la famille »

Pour tout k € [0,p — 1], notons Hy, : « la famille (f*(e),..., fP=1(e)) » est libre.

e Montrons Hy,—1.

La famille (fP~1(e)) est libre car elle est constituée d’un vecteur non nul.

o Soit k€ [1,p—1]. Supposons Hj.. Montrons Hj_1.
Fizons Ag—1,--- , A\p—1 € K tels que

Nt FE71€) 4+ AefH(e) 4+ + Apa 77 (€) = O (&)
Appliquons fp—1t=(k=1),
Comme, pour tout i > p, on a f* = Oz(g), on en déduit
)\k_lfp_l(e) =0g.

Le vecteur fP=1(e) est non nul, donc c’est le scalaire \,_1 qui est nul.
En reportant dans ’égalité (&), on obtient

MefF(e) + - 4+ N1 P (e) = 0.
Or, d’aprés My, la famille (f*(e), ..., fP71(e)) est libre, donc tous les scalaires sont nuls :
Ap == Ap_1 = 0.

En résumé, on a montré la nullité de tous les scalaires dans l’égalité ().
Cela signifie que la famille (f*=1(e),..., fP=1(e)) » est libre, d’ot Hy—1.

Par récurrence (montante et finie) « sur la famille »

Pour tout j € [0,p — 1], notons 2 : « la famille (fF~177(e),..., fP=1(e)) » est libre.
A wvous de continuer.
2. o Montrons tout d’abord que p < n.

Le cardinal d’une famille libre est toujours inférieur ou égal a la dimension de [’espace.

La famille (e, f(e),..., fP~(e)) de cardinal p étant une famille libre de vecteurs de E, de dimen-

ston n, on en déduit .

e Ainsi, on peut écrire n sous la forme d’une somme de deux entiers naturels, a savoir p et n —p.

Done | f* = fPo f*"P = 0gmy o f*P = Ogm) |
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Exercice 5. Endomorphisme nilpotent d’indice maximal. Soient E un espace vectoriel de dimension
n € N* et f € L(E). On suppose que f* =0 et f*~1 # 0. Montrer qu’il existe xg € E tel que la famille
(wo, f(z0),..., " xg)) est une base de E.

Correction. "' = 0 donc il existe zo € E tel que f*1(x) # 0, que l'on fize.

La famille (xq, f(x0), ..., f" *(x0)) contient n vecteurs de E et dim(E) = n donc il suffit de montrer
que (zo, f(z0),..., [ xg)) est libre pour conclure qu’elle est une base de E.

Montrons que (xo, f(xq),. .., f* (o)) est libre :

Soit (ag,at,...,an_1) € K" tel que agro + arf(xo) + -+ + an_1f" 1 (x0) = 0p (¥).

Méthode 1 (par ’absurde a ’aide d’un min).
Supposons par l'absurde que (ag,ai, ..., an—1) # Ogn. Considérons p le plus petit indice tel que a, # 0.

Il existe alors ko € [0,n — 1] tel que ay, # 0. Notons A :={k € [0,n — 1] | ar # 0}. Alors A est
une partie non vide (contient ko) de N donc admet un plus petit élément. Notons |p = min(A) |.

n—1
Alors (*) devient : 0 + a, fP(x0) + Z f*(x0) = 0. En appliquant f*~'"P € L(E), et puisque
k=p+1

=0, on obtient : a,f" (x9) = 0p.
Or, f""Yxo) # Op par définition de zo, donc par propriété des K-espaces vectoriels, on obtient a, =0,
ce qui est absurde. Ainsi, (ag,a1,...,an_1) = Ogn, ce qui prouve que la famille (zo, f(zo), ..., 7" (x0))
est libre.
Méthode 2. Montrons, par récurrence forte finie, que pour tout k € [0,n — 1], ax = 0.

o En appliquant f*~ 1 (qui est linéaire) a (%), et puisque f™ = 0, on obtient : agf™ *(zo) +0 = 0.
Or, f" Y xzg) # 0 donc ag = 0.

o Soit k€ [0,n— 2] tel que =0,...,a; = 0. Montrons a1 = 0.
En appliquant fr—2=F ( ), et puisque f* = 0, on obtient : apy1f" (zg) +0 = 0. Or,
7 Y(xg) # 0p donc ag+1 = 0.

o Par théoréme de récurrence, on a donc Vk € [0,n — 1], ax = 0, donc (xq, f(x0), ..., f* H(z0)) est
libre.

Exercice 6. Polynéme annulateur d’une matrice carrée. Soit A € .#,(K).
Montrer qu’il existe un polynome P non nul tel que P(A) =0 4, x)-

Correction. Considérons la famille (I, A, A2, ..., A"") de 4, (K).
Cette famille est liée (car elle est constituée de n* + 1 vecteurs de l'espace vectoriel My, (K) qui est de
dimension n?).
1l existe donc une relation de liaison non triviale entre les éléments de cette famille, ¢’est-a-dire entre
des puissances de A.
’I’l2
Précisément, il existe (Ao, ..., A\p2) € K+l différent de luplet nul tel que Z M AR = 0.
k=0
712
Posons P = Z /\ka.
k=0
Ce polynome n’est pas nul car les A, sont non tous nuls et vérifie P(A) = 0.
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Autre solution. Considérons l’application

va: KX|] — A,(K)

P — P(4)
Cette application est linéaire.
De plus, elle ne peut pas étre injective car K[X] est de dimension infinie alors que #,(K) est de
dimension finiemous ne Vavons pas démontré, mais je vous invite & essayer de montrer qu'un espace de dimension infinie ne peut pas s'injecter dans
un espace de dimension finie).

Variation des deux solutions précédentes. Considérons ’application

1/JA: an[X} — %L(K)
P — P(A)

Cette application est linéaire.
De plus, elle ne peut pas étre injective car sinon au aurait dim K, 2[X] < dim ., (K).

n2+1 n?
Remarque. On vient de montrer qu’une matrice carrée de taille+n admet au moins un polynome annu-
lateur (ici, de degré < n?).
Vous apprendrez en Spé que la matrice A posséde un polynome annulateur unitaire de degré n : c’est le
théoréeme de Cayley-Hamilton.
En taille 2, on a déja vu passer le théoréme de Cayley-Hamilton.
En effet, pour une matrice A= (24), on a la relation A* — (a + d)A + (ad — bc)I = 0.
Donc le polynéme X2 — (a + d)X + (ad — be) est un polynéme annulateur de A.
Et au passage, on constate que a + d = "TrA et ad — bc = det A.

Exercice 7. Une base du dual. Soit E = R?. On note «, 3 et 7y les formes linéaires sur E définies
par :
a: (zy,2)—r+y—2z, L:(zy2z)—z—2 v:(z,y,2)—2z+y.

Montrer que (a, 3,7) est une base de E*.
Correction. Soit (a,b,c) € R? tel que aa + b3 +cy = Oz(r3 R)-

En évaluant cette égalité d’application en les vecteurs de la base canonique de R3, on obtient en particulier
le systéeme :

a+b+2¢c =0
at+tc =0
—a—b =0

Sa résolution méne ¢ a =b=c=0. Ainsi, (a, 3,7) est une famille libre de E*.
Or, dim(E*) = dim(L(R3?,R)) = dim(R?) x dim(R) = 3.
(a, B,7) est une base de E*

Ainsi,
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Exercice 8. Non génératrice. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 et soit (vi,...,vy,) une
famille de vecteurs de F.
Montrer que la famille F = (v; — vj)i1<i<j<n n'est pas génératrice de E.

Co® e o 9D otsdaE) sroetngtidsnon Jeo N ollssol »Y ob ra¥osy 9upodd 9up totistost ¥ 6 — v = % 1edos prwsoq O

Correction. Pour tout k € [2,n], on note x = vy — v1.
Soit (i,7) € [1,n]? tel que i < j. Alors j # 1

o Sii=1, alors vy —v; = vi —vj = —xj € Vect (z2,...,2y).

e Sinon, i > 1, donc v; —v; = x; — x; € Vect (x2,...,2,) (en tant que différence de deux éléments
de Vect (z2,...,xy)).

On a donc montré que tout élément de F est dans Vect (za,...,xy,), d'ou

Vect (F) C Vect (z2,...,x,),

donc dim(Vect (F)) < n — 1, donc Vect (F) C E, ce qui montre que | F n’est pas génératrice de E |.

Applications linéaires

Exercice 9. Une vieille connaissance. Soit E un espace vectoriel quelconque (pas nécessairement de

dimension finie). Soit f € L(E).
1. Montrer que Kerf C Kerf? et Imf D Imf? .

2. Montrer que
Kerf = Kerf? <= ImfnKerf={0g}.

3. Montrer que
Imf =Imf? <= F =Imf+ Kerf.

4. On suppose E de dimension finie. Montrer que
Kerf =Kerf? <= FE =Imf&® Kerf

et
Imf =Imf? <= FE =Inf®Kerf.

Correction.

1. Montrons que Kerf C Kerf2.
Soit x € Kerf.
Alors f(z) = 0p.
En appliquant f, on trouve f(f(z)) = f(0g).
Comme [ est linéaire, on a f(Op) = 0g.
Ainsi, f?(x) = 0g, donc x € Kerf2.

Montrons que Imf? C Imf.
Soit y € Tm f2.
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Ainsi y s’écrit f2(x) pour un certain x, alors y s’écrit f(t) pour un certain t (a savoir t = f(z)).
Donc y € Imf.

2. SUppOSOTLS Kerf — Kerf2 (en fait on est en train de supposer que Kerf2 C Kerf).
Montrons que Imf NKerf = {0g}.

Soit y € Imf NKerf. Alors on a deuzr informations : f(y) = Og et on peut considérer x € E tel
que y = f(x). En mettant ensemble ces deuz informations, on a f(f(z)) = 0, d’ot f*(x) = 0g,
donc = € Ker f2.

Or par hypothése, Ker f? C Kerf, donc x € Kerf, d’ou f(z) = 0g. Ory = f(x). Donc y = Og.

On a donc montré que Imf NKerf C {Og}, ce qui conclut 'implication directe.

Supposons que Imf NKerf = {0g}.
Montrons que Kerf = Kerf2.
1l suffit de montrer l'inclusion D, car l'autre inclusion est toujours vraie d’apres la question 1.
Soit donc x € Ker f2.
On a alors f(f(z)) = 0g.
Ainsi f(x) € Kerf.
Or f(x) € Imf par construction.
On a donc
f(x) € Imf NKerf.
Or, par hypothése Imf NKerf = {0g}, donc f(z) = 0, ce qui signifie que x € Kerf.

3, SuppOSO’rLS que Imf — Imf2 (on suppose donc Imf C Imfz, car l'autre inclusion est toujours vraie).
Montrons que E =Imf + Kerf.
Soit x € E que l'on cherche a écrire comme y + z .
~— ~~
c€Ilmf EKerf
COTLSidéT’O’rLS le 'Uecteur f(l') (c’est un peu la seule chose que l’on puisse faire d’intelligent pour provoquer l'utilisation de l’hypothése).
C’est un élément de Imf, donc d’aprés Uhypothése, de Imf?.
Comme f(x) € Imf2, il existe a € E tel que f(x) = f?(a).

En faisant la différence et en utilisant la linéarité de f, on obtient

f(z—f(a)) =0,

donc x — f(a) est un élément de Kerf.

On peut donc écrire

ce que l’on voulait.

Supposons que E = Imf + Kerf.
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Montrons que Imf = Imf2.

Comme linclusion D est toujours vraie, il ne reste plus qu’a montrer C.
Soit w € Imf. Donc il existe x € E tel que w = f(x).

D’aprés Uhypothese, il existe a € E et z € Kerf tel que

x = f(a)+ z.

En appliquant f a cette égalité, on obtient f(x) = f?(a) + 0g, donc w = f%(a) € Imf?, ce qu’il
fallait montrer.
4. Les implications sont vraies d’apres les questions précédentes.

Occupons-nous des implications = .

e Supposons que Kerf = Kerf2.
® ImfnKerf={0g}

Montrons que E = Im f®Ker f. Pour cela, montrons que { et

@ dim £ = dim(Imf) + dim(Kerf)
L’égalité () résulte de la question 2.

L’égalité () résulte du théoréme du rang.

e Supposons que Imf = Imf2.

@O FE =Imf+ Kerf
Montrons que EE = Im f&Ker f. Pour cela, montrons que < et

@ dim F = dim(Imf) + dim(Kerf)
L’égalité 3) résulte de la question 3.

L’égalité () résulte du théoreme du rang.

Exercice 10. Noyaux et images itérés. Soit u € L(E) avec E de dimension finie égale d n.
1. Montrer qu’il existe p € [0,n] tel que Keru? = KeruP™!.
Dans la suite, on considére un tel indice p.

2. Montrer que : Vk > p, Keru® = Keru? et Imu* = ImuP.

3. Montrer que E = Keru? @& Imu?.

Correction.

1. Notons dj, = dim KeruF.

Comme pour tout k, on a Keru® C KeruF*', il suffit de montrer qu’il existe p € [0,n] tel que
dp - dp+1.

Les entiers dj, appartiennent a [0, n].
Considérons dy,dy,...,dnt1 : ils sont au nombre de n + 2.
D’apres le principe des tiroirs, il existe nécessairement deux dj, égau.

On a donc montré qu’il existe (i,7) € [0,n + 1]? tel que i < j et d; = d;.
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Comme par ailleurs on a

dy<dy <-oody <o <dj < <y

il y a des égalités partout entre d; et d;. En particulier, on a di = d;y1 avec i € [0,n] (car

i <j<mn+1 et par propriété des entiersi <i+1<j).

2. e Montrons d’abord que |V 'k > p, Keru® = KeruFt1|.

Soit k > p.

L’inclusion C est évidente.
Soit x € KeruFt1,
Montrons que x € KeruF.

On wva exploiter a fond ’égalité d’entiers naturels

E+1=(p+1)+(k—p) puis

On a u**1(z) = 0.

D’ou wPTL (uk=P(z)) = 0, d’ou uFP(x) € KeruPt?.
Or KeruP*! = Keru?, donc u*~P(z) € Keru?.
D’ou uP (uF=P(z)) = 0,

Dot uF(x) = 0.

Dotz € Keru®.

k=p+(k—Dp).

e On montre ensuite par récurrence que |Vk > p, Keru® = Keru? | (hérédité est immédiate avec

le point précédent).

e Montrons Yk > p, ImuF = ImuP.
Soit k > p.

On a toujours Imu* C ImuP.

Par ailleurs, on sait que Keru? = KeruF, donc par le théoréme du rang, on a dim (ImuP) =

dim (Imuk) )

Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit | ImuP = ImuF |.

3. D’apres le théoreme du rang appliqué a uP, on a l’égalité

dim F = dim Keru? + dim Imu?.

1l reste a montrer que la somme de KeruP et ImuP est directe.

Soit x € KeruP N ImuP.

P(z) =0
Ainsi, {u (z) . Ainsi, u?P(t) = 0, d’ou t € Keru??.

x s’écrit uP(t)

Or d’aprés la question 2, on a Keru?? = KeruP, d’ou t € KeruP, d’ot uP(t) =0, d’oti x = 0.

Exercice 11. Noyau, image transverse. Cf plus loin.
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Exercice 12. Interpolation d’Hermite. On considére n 4+ 1 nombres complexes deux a deux distincts

X0, ..., Ty €t 20+ 2 nombres complexes Yo, Yo, - - - s Yns Yp -

Montrer qu’il existe un unique polynome H € Capi1[X] vérifiant Yk € [0,n], H (xr) = yr et H (x) =
/

Y-

Correction. L’application

®: Copy1[X] — C*+2
P — (P (x0),...,P(xy),P (x0),..., P (x))

est linéaire et injective.

En effet, soit P € Ker®. Alors P € Copi1[X] et (P (x0),...,P(xn), P (z0),...,P (x,)) = (0,...,0).
Ainsi, pour tout k € [0,n], le complexe x}, est racine au moins double de P et comme xq, ..., x, sont tous
distincts, P posséde au moins 2(n + 1) racines comptées avec multiplicité. Or, deg P <2n+1 < 2n + 2
donc P = 0.

De plus, dim Cay,11[X] = dim C?"*2 < 400, donc par caractérisation des isomorphismes en dimension
finie,
Remarque : Attention (si on était dans R, mais ne fonctionne pas dans C!), on aurait aussi
pudire : P(xg) =--- = P(x,) =0 donc d’aprés le théoréme de Rolle, on peut trouver n racines de P,
et on en avait déja n+1 donc P’ a au moins 2n+1 racines distinctes. Puisque deg(P') < deg P—1 < 2n,
on en déduit que P' =0, donc P est constant, et comme P(xy) =0, on a P =0.

® un isomorphisme|, d’ou le résultat.

Exercice 13. Construction d’une application linéaire a noyau et image fixés.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie.

Soient K un sous-espace vectoriel de E, et V un sous-espace vectoriel de dimension finie de F'.

Montrer qu’il existe une application linéaire u € L(E, F) telle que Keru = K et Imu =V, si et seulement
si, dim K + dimV = dim E.

Correction.

o Sens direct : s’il existe u € L(E,F) telle que Keru = K et Imu = V, alors, par le théoréme du
rang, on a dim K +dim V' = dim £.

o Sens réciproque. Supposons que dim K + dimV = dim E, et construisons u € L(E, F) telle que
Keru = K et Imu =V.
Soit S un supplémentaire de K dans E. On a alors dim K +dim S = dim E, donc dim S = dim V.
Par suite, les espaces S et V' sont isomorphes : soit ¢ € L(S, V) un isomorphisme.
Considérons alors Uapplication linéaire uw € L(E, F), définie par ses restrictions a chacun des deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires K et S :

Vee K, u(z) =0 et Vrel, ulx)=q¢(z).

Par construction, on a immédiatement K C Keru. On a de plus V_C Imu car pour tout y € V, la
surjectivité de ¢ assure l'existence de x € S tel que ¢p(x) =y, et donc u(z) =y.

Disposant déja d’inclusions entre espaces de dimension finie, un argument de dimension permet
d’en déduire les égalités souhaitées.

En effet, le théoréme du rang donne : dim(Keru) + dimImu = dim E = dim K + dim V', ce qui
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donne
(dim Ker(u) — dim K) + (dim Im(u) — dim V') = 0.
>0 >0

On a donc dim(Keru) = dim K et dim(Imu) = dim V. D’ou le résultat.

Rang d’une famille de vecteur ou d’une application linéaire
Exercice 14. Rang de familles. Déterminer le rang des familles suivantes.

1. Dans R*, la famille F = ((1,0,1,0),(1,1,0,0), (—1,-1,1,0),(0,0,2,0)).

2. Dans C[X], la famille F = (X? + X +1,X? +3X +1,2X, X3 + 3).

3. Dans L(R*,R), la famille F = (¢1, 92, 3, 04) 0t pour tout (z,y,z,t) € R,

pi(z,y,2,t) =z+z ;1 @az,y,2,t) = —a+2y 5 @@,y 2,t) =xty—z+t 5 pa(z,y,2,t) = y+t.
Correction.
1. Notons eq,ea,€e3,eq respectivement ces quatre vecteurs. Remarquons que eq = 2ey + 2e3 (si on

essaye de montrer que la famille est libre, on trouve cette liaison) donc

rg(er, ez, es,eq) = dim(Vect (e, ez, e3,e4)) = dim(Vect (e1, e2, e3)) = rg(ey, ez, e3).

De plus, la famille (e1, ea, e3) est libre (il suffit de reprendre le systéme) donc ’ rg(eg, ea,e3,e4) =3 ‘

2. Remarquons que X2 +3X +1 = (X?+ X + 1)+ 2X, donc le rang de F est le rang de la famille
(X2 + X +1,2X, X3 + 3). Cette derniére famille est constituée de polynomes non nuls et a degrés

échelonnées donc elle est libre d’ou |rg(F) = 3 |.

3. Regardons si la famille (p1, p2, 03, @4) est libre.
Soit donc (a1, az, as, ay) € R tel que ayp1 + aaps + asps + aups = 0 (égalité d’applications). En
choisissant pour (z,y,z,t) les vecteurs de la base canonique de R%, on trouve que (on utilise que
Uimplication directe, mais on a en fait équivalence)

a;—as+az =0 ar+az3 =0
20+ a3 +ag =0 (Lg< Lo — Ly) d as =10 .
onc puis ap = ap = g3 = g = 0.
a1 — (a3 =0 a1 — Q3 =0
as+ag =0 as+ag =0

Ainsi, la famille F est libre donc ’rg(]—") = rg(p1, V2, 3, 04) =4 ‘
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Exercice 15. Sous-additivité du rang. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(E)
et g € L(E). Montrer que [rg(f) —rg(g)| < rg(f +g) <rg(f) +rg(g).

Correction. F étant de dimension finie, f, g et f + g sont de rang fini.

D’une part, on a pour toute application Im(f + ¢g) C Im(f) + Im(g), donc en passant aux dimensions,
on obtient : rg(f + ¢g) < dim(Im(f) + Im(g)).

Puis par conséquence de la formule de Grassmann, on a : dim(Im(f)+Im(g)) < dim(Im(f))+dim(Im(g)),
d’ot ’ rg(f+g) <rg(f) +rglg) ‘, ce qui montre la deuxiéme partie de l'inégalité.

D’autre part, d’aprés l'inégalité précédente : vg(f) =re((f +g) + (—g)) <re(f +g) +rg(—g).

Puisque g est linéaire, on a Im(—g) = Im(g) donc rg(—g) = rg(g). Ainsi, rg(f) —rg(g) < rg(f +g).

g et [ jouent des roles symétriques donc de la méme facon, on obtient : rg(g) —rg(f) < rg(f + g) i.e.

—(rg(f) —re(9)) < re(f +g). Ainsi, | Irg(f) — rg(9)| < re(f +9) |

Exercice 16. Cas d’égalité. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € L(E)?.

Montrer que
Imf NImg =40
18(f +9) =18/ +reg = { Keff —i—Kng i ]}:5} '

Correction.
Supposons rg(f + g) = rgf +rgg.

o D’apres la formule de Grassmann, on a

0 < dim(Imf NImg) = rgf + rgg — dim(Im f + Img)
<rgf+rgg—rg(f+g) =0,
car Im(f + g) C Imf + Img donc (en passant auzx dimensions) rg(f + g) < dim(Imf + Img).
Ainsi, dim(Im f N Img) = 0 puis ’Imf NImg = {0} ‘

e Encore d’apres la formule de Grassmann, on a

dim(Ker f + Kerg) = dim Ker f + dim Kerg — dim(Ker f N Kerg)

> dim Ker f 4+ dim Kerg — dim(Ker(f + ¢)) car (Kerf NKerg) C Ker(f + g)
=dimFE —rgf +dim E —rgg — dim E + rg(f + g) th. du rang
=dim F hypothése.

Comme Kerf + Kerg est un ssev de E, on a aussi dim(Kerf 4+ Kerg) < dim E, donc ['égalité
des dimensions et une inclusion, dont on déduit ’ Kerf + Kerg = F ‘

Supposons Im(f) NIm(g) = {0} et Ker(f) + Ker(g) = E.
e Montrons Im(f + g) = Imf + Img.
On a déja Uinclusion automatique Im(f + g) C Imf + Img.
Inversement, soit x € Imf + Img. Il existe (a,b) € E? tel que x = f(a) + g(b).
Puisque E = Kerf + Kerg, on peut écrire a = u + v avec u € Kerf et v € Kerg. On a alors
fa) = f(0).

De méme, on peut écrire g(b) = g(w) avec w € Kerf.
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On a alors © = f(v) + g(w) = (f + 9)(v +w) car f(w) =0 et g(v) =0. Ainsi z € Im(f + g).

Finalement Im(f + ¢g) = Imf + Img.

e Par hypothése Imf et Img sont en somme directe, donc on sait (conséquence de la formule de

Grassmann) que dim(Imf 4+ Img) = dim(Imf) + dim(Img), d’ou rg(f + g) = rgf + rgg.
—_———

—Im(f+9)

Remarque 1. On a le méme résultat en supposant f,g € L(E,F) ou seulement E est de dimension

finie.

Remarque 2. Certains ont prouvé l'une ou l'autre des implications en utilisant le lemme suivant :
Si Imf NImg = {0}, alors Ker(f + g) = Kerf N Kerg.

Prouvons de ce lemme, en supposant que Imf N Img = {0}.
On a Uinclusion automatique Ker f N Kerg C Ker(f + g).
Soit © € Ker(f + g). Alors 0 = f(x) + g(z), donc f(x) = g(—x). D'ov f(z) € ImfNImg donc
—_———

={0}
f(z) =0, puis g(x) = 0. On a donc bien x € Kerf N Kerg.

Exercice 17. Formule du rang appliquée a une restriction. Soient E, F et G trois K-espaces
vectoriels de dimension finie, ainsi que uw € L(E,F) et v € L(F,G).

1. En appliquant la formule du rang a la restriction de v a Im(u), montrer que :

rg(vowu) =rg(u) — dim(Imu N Kerv).

2. En déduire que rg(vowu) > rg(v) + rg(u) — dim F.

3. Montrer que dim Ker(v o u) < dim Ker(v) + dim Ker(u).

Correction.

1. Uiy : Im(u) = G et Im(vjy,) = {vou(z) | # € E} = Im(vou) et Ker(vy,) = Imu N Kerv.
D’aprés la formule du rang : rg(u) = dim(ImunKerv)+rg(vou), ce qui donne la formule souhaitée.

2. On a :

rg(vou) > rg(v) + rg(u) — dim F' <= dim F' — rg(v) > rg(u) — rg(v o u)
<= dim(Kerv) > dim(Imu N Kerv),

d’aprés 1. et la formule du rang appliquée a v.
Or, (Imu N Kerv) C Kerv donc dim(Imu N Kerv) < dim(Kerv). Par équivalences, on a donc
l'inégalité souhaitée.
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3. D’apreés la formule du rang appliquée da vou, on a :

dim Ker(v ou) = dim E — rg(v o u) d’apres la formule du rang
< dim F — rg(v) — rg(u) + dim F’ d’aprés 2.
< (dim F — rg(u)) + (dim(F) — rg(v))
< dim Ker(u) + dim Ker(v) d’apres la formule du rang.

Exercice 18. Retour sur les projecteurs. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
u,v € L(E) tels que u+v = Idg et rg(u) + rg(v) < n. Montrer que u et v sont des projecteurs vérifiant
uov=vou=>0.

e Remarque 1 : comme v =1dg — u, on a l’équivalence :

V2= — (IdE—u)QzldE—u<:>IdE—2u+u2 —Idp —u<= v’ =u.

Ainsi, u est un projecteur si et seulement si v est un projecteur.

Remarque 2 : on auov =wuo (Idg —u) =u—u? = (Idg —u)ou = vou donc u_et v_commutent,
et

wov =0+=u’=u<+= u estun projecteur.

1l suffit donc de montrer que uwov = 0 ou bien de montrer que u est un projecteur de F.
Remarque 3 : uov =0 <= Imv C Keru.

¢ Premiére méthode.

— D’une part, E = Im(Idg) = Im(u + v) C Im(u) + Im(v) C E, donc |Im(u) + Im(v) = E|.
D’autre part, n = dim E = rg(Idg) = rg(u + v) et d’aprés Uexercice |15, rg(u + v) < rg(u) +
rg(v) donc n < rg(u) +rg(v) et par hypothése, rg(u) + rg(v) < n, donc rg(u) + rg(v) = n.

Par caractérisation des supplémentaires en dimension finie, on en conclut que ’ Im(u) ® Im(v) = E ‘

— Conclusion 1. On a Im(uowv) C Imu et, puisque u et v commutent, on a aussi Im(uov) =
Im(vow) C Imv, donc Im(uov) C ImuNIm(v) ={0g} car les deux images sont en somme
directe. On en déduit que ]u ov=vou=20 \, ce qui conclut.

Conclusion 2. On peut montrer que Imv C Keru. Soit © € Imv. Puisque Idgp = v+ v, on
peut décomposer x de deux maniéres sur Imu + Imov :

r=_0 + x =u(x)+v(z).
~ =~ P
€lmu  €lmv €lmu  €lmv

Puisque la somme est directe, on a unicité d’une telle écriture, d’ot u(z) = 0 donc x € Keru.
On a donc Imv C Keru d’ot uwov =0, ce qui conclut.

Conclusion 3. Soit x € E. Comme Im(u) & Im(v) = E, il existe (zy,x,) € Im(u) x Im(v)
tel que x = xy, + x. Par ailleurs, comme Idg = u+v, on a aussi x = u(x) +v(x). On a donc

Ty + x, =u(x)+v(x).
~— =~ ~——
€lmu  €lmv €lmu  €lmv

Par unicité d’une telle écriture (vu que la somme est directe), on a u(x) = x, (et v(z) =
xy), donc u est Uapplication qui d tout x € E écrit sous la forme x, + x, avec (xy,x,) €
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Im(u) x Im(v) associe le vecteur x,, i.e. u est la projection sur Im(u) parallélement d Im(v).
En particulier, u est un projecteur de E. De méme, v est un projecteur de E, et on conclut
avec la remarque 2.

e Deuxieéme méthode. On peut montrer uniquement que Imv = Keru, grdace a linclusion réciproque
et ’égalité des dimensions, ce qui conclura.

* D’une part, on a Vx € Keru, v = (u+v)(x) = u(z) +v(zr) = v(z) € Imv, donc Keru C Imwv.
~—~—
=0
* D’autre part, grace au théoréme du rang appliqué a u, L’hypothése rgu + rgv < n se réécrit
donc rguv < dim(Keru).
De plus, Uinclusion Keru C Imv assure que dim(Keru) < rgu; d’ou l’égalité souhaitée :
rgv = dim(Keru).

Remarque. On a Imv = Keru et Imu = Kerv = Ker(Idg — u) = Ker(u — Idg), donc la
somme directe des images se ré-écrit Keru @ Ker(u —Idg) = E, ce qui permet de retrouver que

u est un projecteur de E ‘

o Troisiéme méthode. Grice au théoréme du rang (applicable car E est de dimension finie), on
a :rgu+rgy < n <= n —dim(Keru) + n — dim(Kerv) < n <= dim(Keru) + dim(Kerv) > n.
Comme on a supposé rgu + rguv < n, on en déduil

dim(Keru) + dim(Kerv) > n.

Or, Keru et Kerv sont en somme directe.

En effet, soit x € KerunNKerv. Alors x = Idg(z) = u(z)+v(x) = 040 = 0, donc Keru N Kerv = {0}.

Ainsi, dim(Keru @ Kerv) = dim(Keru) + dim(Kerv) > n. Or, Keru @ Kerv C E donc dim(Keru &
Kerv) <n, d’ou l’égalité de dimensions.

Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit que Keru & Kerv = E.

Comme v =u — Idg, cela se ré-écrit Keru @ Ker(u — Idg) = E.

Puisque u € L(E), on en déduit que ’u est un projecteur de E‘ (cf rappel suivant), ce qui conclut.

Rappel : Les restrictions de u a ces deux sous-espaces sont Uapplication nulle et l'identité et coincident toutes deux avec leur carré, donc u? = u.

Ou bien. Soit x € E. Alors il existe un unique couple (xg,xy) € Keru @ Ker(u — Idg) tel que x = ¢ + .

Donc u(z) = 0+ o, dow u?(x) = u(zy) = x5 = u(z), donc u? = u.

Exercice 19. Endomorphismes tels que Imf = Kerf. Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. Montrer que n est pair si et seulement si f € L(E) : Imf = Kerf.
2. On suppose n pair. Montrer que pour f € L(E), Imf = Kerf < (rgf =n/2 et f?> =0).

Correction.
1. Procédons par double implication.

e La condition est suffisante : le théoreme du rang garantit que dim E = dim Kerf + dim Imf.
Si ces deux espaces coincident, E est de dimension paire.

e La condition est nécessaire : si n est pair, on peut trouver p € N tel que n = 2p et considérer
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e1,e2,...,ezp une base de E.
Soit f l'unique endomorphisme de E tel que Vj < p, f(e;) = ej4p et Vj > p, f(ej) = 0. Alors,
on a clairement,

Imf = Vect (f(e1),..., f(ep), flept1),--., f(ezp)) = Vect (ept1, ..., e2) C Kerf.

On peut remarquer que la derniére inclusion est une égalité par inclusion et égalité des di-
mensions : en effet, d’aprés le théoréme du rang, on a

dimKerf =dim F —rgf = 2p — p = p = dim Vect (epy1,...,€2p) .
—_—————

famille libre
2. Soit f € L(E).

o Supposons Imf = Kerf. Alors, pour tout x, f(x) € Kerf donc f?(x) = 0. Cela entraine
donc f?2 = 0. On a déja vu a la question précédente que le théoréme du rang entrainait que
rgf =n/2.

o Supposons f? = 0 et rgf = n/2. Alors, pour tout x € E, f(f(x)) = 0, ce qui implique
f(x) € Kerf. On a donc démontré Imf C Kerf. Par ailleurs, le théoréme du rang entraine
que dimKerf =n —rgf =n/2 =rgf.

Par inclusion et égalité des dimensions, on a Imf = Kerf.

Exercice 20. Endomorphisme de rang 1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ €
L(E) un endomorphisme de rang 1. Montrer qu’il existe A\ € K tel que p? = \p.

o Version matricielle (apreés le chapitre représentations matricielles). Notons n € N* a
dimension de E. Soit A € M, (K) une matrice qui représente . Alors 1 = rg(A) = dim(Im(A)).
On peut donc trouver un vecteur colonne C' € K™ tel que Vect (C1,...,Cy) = Im(A) = Vect (C), oi
pour tout i, C; est la iéme ligne de A. Alors : Vi, I\, e K: C; = \C et A= (MC...\,C)=CL
ot L = (\1...\n) € Mn1(K). Ainsi, A = CL et A> = C(LC)L. Notons \ le scalaire LC. Alors

A% = \CL = \A. En repassant aux endomorphismes, il vient .

De plus, on a par propriété de la trace : Tr(A) = Tr(CL) = Tr(LC) = Tr(\) = A, donc| A = Tr(A) |.

e Version endomorphisme. Par hypothése, ¢ est de rang 1. Donc l'image de ¢ admet une base

de cardinal 1 : on peut donc trouver e € E tel que ’Imcp = Vect (e) ‘
Comme @(e) € Imp = Vect (e), on peut trouver X € K tel que |¢(e) = Xe |.

Ce ) étant fizé, | montrons maintenant que > = Ao | (égalité d’endomorphismes).
Soit v € F.
Comme ¢(z) € Imp = Vect (e), il existe u, tel que p(x) = pge.

Dot @*(x) = o(p(x)) = p(pae) = pap(€) = pare = X pig
@)

('b

On a montré Vo € E, p?(z) = Ap(x), ce qui conclut.
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Espaces supplémentaires

Exercice 21. Noyaux, images transverses. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et soit
(f,9) € L(E)?. On suppose que E = Im(f) +Im(g) et E = Ker(f) + Ker(g).
Montrer que E =Im(f) ®Im(g) et E = Ker(f) & Ker(g).

Correction. E est de dimension finie donc les formules du rang et de Grassmann sont applicables.

dim(Imf NImg) = rgf + rgg — dim(Imf 4 Img) Grassmann
=rgf + (rgg — dim F) hypothese
= dim E — dim(Kerf) — dim(Kerg) th. du rang
= dim(Kerf + Kerg) — dim(Kerf) — dim(Kerg) hypothése
= —dim(Kerf N Kerg) Grassmann.

Or, les dimensions appartiennent a N, donc dim(Imf NImg) = dim(Kerf NKerg) = 0 puis Imf NImg =
{0} et Kerf NKerg = {0}, ce qui prouve que ’ les sommes sont diTectes‘.

Contre-exemple en dimension infinie. Prenons E = K[X], l’endomorphisme f de dérivation P s P’
et g Uendomorphisme nul. On a Kerf = Ko[X] et Kerg = K[X] donc Kerf N Kerg # {0}, d’ou
E = Kerf + Kerg mais pas EE = Kerf & Kerg.

Exercice 22. Endomorphisme tel que F = Keru @ Imu. On pose E = R3. Soit Uapplication u définie
sur B parw: (z1, 9, 23) — (3 — 21V2, 3 + 22V/2, 21 + 2).

1. Vérifier que u est un endomorphisme de F.
2. Donner une base de Ker(u), Ker(u — 2Idg) et Ker(u + 2Idg).
3. Montrer que Im(u) = Ker(u — 2Idg) @ Ker(u + 2Idg).

4. Montrer que R? = Ker(u) @ Im(u). u est-il un projecteur ?

Correction.

1. o SizeR3, u(z) appartient bien a R3.

e On prend a € R et 2,y € R? d.e. ¥ = (x1,72,73) et y = (y1,%2,y3). Puis on vérifie que
u(ax +y) = au(z) + u(y).
x2

z\_/g; Donc Ey = Vect (eg) ot eg =

2. Soit v = (z1,22,73) € R3. Ona : 2 € By & { .
3

(1,-1,v2).

zy = (3+2V2)m .
xz ekl Donc Ey = > 1 = (1 242, 2 2).
T € 2@{ vs = (24 V2 onc By = Vect (e3) ot ez = (1,3 +2v/2,2 + V/2)

Tro9 = (3*2\@)$1 .
reFl & Donc E_5 = Vect (e_2) ot e_o = (1,3 —2v2,V/2 — 2).
2 {x;; — (V2 - 2)m 2 (e—2) 2=( V2,2 - 2)
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Im(u) est un K-e.v. et Ey et E_o sont des sous-espaces vectoriels de Im(u) car stables par C.L.
et inclus dans Im(u).
Lemme 1 : VA € R*, Ker(u — Aldg) C Im(u) :

1 1
VAeR* Ve e E, z € Ker(u— Ndg) = u(z) = v =z = Xu(ac) =u <)\x> € Im(u).

Lemme 2 : VA # pu, ExNE, ={0g}.

Soit (\,p) € K2 tel que X # p. Alors u(x) = Az = puz. En faisant la différence, on obtient :
(A—p)x =0g. Or A—p # 0 donc x = 0. En particulier, Ker(u — 2Idg) N Ker(u + 2Idg) = {0}.
D’aprés la formule du rang, rg(u) = dim(R3) — dim(Ker(u)) = 3 — 1 = 2 = dim(E») +
dim(E_g).

By ® B =Tm(u)|.

Ainsi,

Alternative. On a Vect (e2,e_2) C Imu et (e2,e_2) libre, donc linclusion et l’égalité des dimen-
sions, donc Imu = Vect (ez, e_9) = Vect (e2) @ Vect (e_2).

i

Ker(u) et Im(u) sont deuzx sous-espaces vectoriels de R3.

D’aprés la formule du rang, on a : dim(R3) = dim Ker(u) + rg(u).

On a Ker(u) NIm(u) = {0}. En effet, soit x € Keru N Imu. x € Imu. Or, d’aprés la question
précédente, Imu = Ey @ E_5 donc : 3(y,2) € BEa x E_g | x =y + 2. Ainsi, 0 = u(x) = 2y — 22
donc y = z. Ainsi, x = 2y puis 0 = 4y puis y = z = 0 puis x = 0.

Ainsi, | Ker(u) @ Im(u) = R3|.
Alternative. On a Vect (eg,e2,e_2) C R3 et (eg,es,e_9) libre (immédiat en revenant d

la définition et en appliquant u), donc linclusion et légalité des dimensions, donc R® =
Vect (e, e2,e_2) = Vect (eg) @ Vect (e, e_2) = Keru @ Imu.

wowu #u donc u n'est pas un projecteur de R3.
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Exercice 23. Endomorphismes tels que E = Keru @ Imu. Soient E un espace vectoriel et u € L(E).
1. Montrer que E = Keru @ Imu si et seulement si (Imu? = Imu et Keru? = Keru).

2. On suppose E de dimension finie, montrer que

E = Keru @ Imu <= Imu? = Imu < Keru® = Keru.

3. L’équivalence Imu? = Imu <= Keru? = Keru est-elle valable en dimension infinie ¢

Correction.
1. On procede par double équivalence.

o Supposons E = Keru @ Imu.
— L’inclusion Imu? C Imu est tautologique.
Soit y € Imu. Soit x € E tel que y = u(x). On écrit, grace a Uhypothése, v = u(t) + xo,
avec t € E et xg € Keru. On a donc y = u(u(t) + zo) = u(u(t)) = u%(t), donc y € Imu?.
On a donc bien Imu = Imu?.

— Linclusion Keru C Keru? est tautologique. Soit x € Keru?. On a alors u(x) € ImunKeru,
donc u(x) =0, ce qui prouve x € Ker(u).
On a donc bien Keru = Keru?.

e Réciproquement, supposons Keru = Keru? et Imu = Imu?.

— Soit y € Keru N Imu. On peut donc trouver x € E tel que y = u(x). Cet élément vérifie
alors u?(x) = u(y) = 0, donc x € Keru?, donc x € Keru ety = 0.
Les sous-espaces vectoriels Keru et Imu sont donc en somme directe.

— Soit y € E. Par hypothése, u(y) € Imu?, donc il exviste v € E tel que u(y) = u(x).
Les vecteurs y et u(z) ont donc la méme image par w, donc ils différent d’un élément de
Keru : on peut trouver z € Keru tel que y = u(z) + z, ce qui montre y € Imu + Keru.

On a donc bien E = Imu @ Keru.

2. Les inclusions Keru C Keru? et Imu? C Imu étant tautologiques, on a les équivalences

Keru = Keru? <= dim Keru = dim Keru?
> rgu = rgu’ (théoréme du rang)
= Imu = Imu?.

Ces deuz assertions, équivalentes, sont donc également équivalentes a leur conjonction, elle-méme
équivalente o E = Keru @ Imu d’aprés la question précédente.

3. Non. Si on considére les contre-exemples classiques

px @ RX] — R[X] et 0: R[X]

_)
P - XP P —

on a

o px est injectif, donc Kerpy = Kerpi = {0}, alors que X € ITmpx \ Imp3 ;
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o dualement, O est surjectif, donc Im0 = Imd? = R[X], alors que X € Kerd? \ Kerd.

Donc aucune des implications n’est vraie.

Exercice 24. Un cas particulier du lemme des noyaux. Soit f € L(F) avec E de dimension finie.
On suppose que f3 =1dg.

1. Justifier le plus efficacement possible l'inclusion Im(f — Idg) C Ker(f2 + f + Idg).

2. Montrer que Im(f —Idg) et Ker(f —Idg) sont supplémentaires dans E.

Correction.

1. De maniére générale, on a f3—1dg = (f>+ f+1dg) o (f —Idg) (c’est lidentité de Bernoulli avec
f et Idg qui commutent).
Par hypothése, on a f3 —Idg = Oz, dou

(fP+ f+1dg)o(f —1ldg) = Ogp
On en déduit que Im(f —Idg) C Ker(f2 + f + Idg).

2. Montrons que I :=Im(f —Idg) et K := Ker(f — Idg) sont supplémentaires dans E en montrant

que
INK = {0g}
dimFE = dim/7 +dim K.

o Appliquons le théoréeme du rang a l’endomorphisme f —1dg de E (qui est bien de dimension
finie). On obtient :

dimE = dimKer(f —Idg) + dimIm(f —Idg)

d’ou ’égalité dim E = dim I 4+ dim K.
o Montrons que IN K = {0g}.
Soitx e INK.
D’aprés la question précédente, on a I C Ker(f? + f +1Idg).
On a donc

r € Ker(f?+ f +1dg)
z € K =Ker(f —Idg)
c’est-a-dire
{(f2 + [ +1dp)(z) = 0g
(f = Idg)(z) =0p
d’ou
{(f2 + f+1dg)(z) = 0g
fw) =2

En exploitant la deuxieme égalité, la premiére égalité fournit 3x = O, d’ot x = Op.
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Exercice 25. Etude d’un projecteur. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E)
pour lequel, on suppose qu’il existe n € N* tel que u™ = Idg.

1. Montrer que u est bijective.
2. On suppose maintenant que F est un sous-espace vectoriel de E stable par u.

(a) Montrer que u induit un automorphisme de F.
1 n—1
(b) Sip est un projecteur de E d’image F', montrer que m = — Z uFopou™ est un projecteur de
k=0
FE d’image F'.

(¢) En déduire que F' posséde un supplémentaire stable par u.

Correction.

1. uou™ ! =1Idg donc ’u est bijective et u=' = u"! ‘

2. (a) Sq F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, i.e. u(F') C F.
Soitv: F — F . Entant que restriction d’application linéaire et injective, v est encore
linéaire et injective. Puisque v € L(F') et F est de dimension finie, on a équivalence entre v
injective et v bijective. Donc v € GL(F).

(b) Soit p un projecteur de E d’image F.
o Soit x € E. Comme p est un projecteur sur F, on a (pou=)(z) = p(u=F(z)) € F.

Comme u induit un endomorphisme de I, il en est de méme de chacune de ses puissances
positives, et donc
(W opou®)(z) =u((pou*)(z)) € F.

Par combinaison linéaire, on en déduit w(x) € F. Donc Im(w) C F.

e Soity € F. Comme u induit un automorphisme de I, il en est de méme de chacune de
ses puissances négatives, et donc Vk € [0,n — 1], u=*(y) € F.
Comme p est un projecteur sur F, pour tout k € [0,n — 1], on a donc (p o u™%)(y) =
p(u(y)) = u"(y), ce qui entraine (u* opou=)(y) = (¥ ou=F)(y) = y. Il est alors
immédiat que w(y) = y. Ainsi, F' C Im(m).

e De ces deux points on déduit que|Im(w) = F | et Vo € B, n(n(z)) = n(x) et donc n° = 7.
De plus m € L(E) donc ’7?

(c) Soient S un supplémentaire de F' dans E, p le projecteur sur F parallélement a S et m =
1 n—1
— Z uFopouTF. Alors, d’aprés le début de la question, T est un projecteur d’image F', donc
n
k=0
on sait que E = Imm @ Kerw. En posant , ona E=F®G. Il reste a prouver que
G est stable par u.

e On peut montrer que mou = w o m, en montrant que u o T o ut=m.
n—1 171,—1
En effet, uomou~ uk+10p0u k+1)* U opouk:f ukopou_k

caronau”opou*”—p—u opou?, vu que u™ :IdE—u .
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e Montrons que G est stable par u.
Soit donc x € G = Kerr.
On a alors : m(u(z)) = u(n(z)) = u(0) = 0 et donc u(zr) € G = Kerm, ce qui prouve que
m(G) C G.

Par suite,

G est un supplémentaire de F' stable par u ‘

Exercice 26. Supplémentaire commun. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient Fy et
F5 deux ssev de E, de méme dimension. Montrer ’existence d’un supplémentaire commun a Fy et F5.

Correction.

o Remarque . Montrons que si on a Fy C E ou Fy C E, alors il existe xg ¢ F1 U F;.
Procédons par contraposée. Supposons Vo € E,x € Iy UFy. Alors E C FiyUF, dou Ih UFy, = F
est un K-ev, donc Fy C Fy ou Fy C Fy. Dans tous les cas, par égalité des dimensions, on a

F=F=INUF =F, CQFD.

o Méthode 1 (récurrence finie décroissante sur la dimension des F;). Montrons pour tout p € [0, n],
la proposition H(p) : « si F et Fy sont deux ssev de E de dimension p alors Fy et Fy possédent
un supplémentaire commun dans E ».

— H(n) ? Sip=n, alors F| = F» = E qui ont pour supplémentaire commun {Og} dans E, d’ou

Uinitialisation.

—Vp e [0,n—1], H(p+ 1) = H(p) ¢ Soient p € [0,n — 1] tel que H(p + 1) et Fy et Fy de

dimension p. Puisque p < n — 1, I} et Fy sont différents de E, donc d’apres la remarque il
existe xy ¢ F1 U Fy.

Les ssev Fy & Vect (xg) et Fy @ Vect (zg) sont de dimension p+ 1 (les sommes sont directes
car s’il existait x € Fy N Kxg et non nul alors x € F; et on pourrait trouver X % 0 tel que
T = Axg et xg = %x € F; : absurde!) donc par HR, ces ssev ont un supplémentaire commun
dans E, que l’on notera S. Dés lors, Vect (xg) ® S est un supplémentaire commun a Fy et F
dans E, ce qui prouve [’hérédité.

o Méthode 2. Notons d = dim(E) — dim(F;) la codimension des F;. Par récurrence finie sur
d e [0,n].

— Sid=0, alors Fy = E = F5, donc {Og} est un supplémentaire commun.

— Soit d € [0,n — 1] tel que la propriété est vraie pour d. Soient Fy et Fy de codimension d+ 1.

Alors dim(F;) < n =dim E donc F; C E et d’aprés la remarque, il existe xg € Fy U Fy.
Notons G1 = F1 ® Kxg et Go = F5 @ K.
(les sommes sont bien directes car ...). Alors les G; sont de codimension d, et par HR, ils

possédent un supplémentaire commun, que l'on notera S. On a donc : B = Fy @ Kzg® S et
————

=T
E=F6aKry®S. Ainsi, T est un supplémentaire commun a Fy et Fs, ce qui donne [’hérédité
—_——

T
et conclut.
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Formes linéaires et hyperplans

Exercice 27. Equation d’hyperplan. Soient u; = (1,-2,1) et uy = (1,2,3) deuz vecteurs de R>.
Déterminer une équation de U’hyperplan Vect (u1,us).

Soit v = (x,y,z) € R3.
Comme la famille (uy,u2) est libre, on a l’équivalence :

v € Vect (u1,u2) <= (u1,u2,v) lice

Cette derniére condition équivaut a dire que la famille des trois vecteurs colonnes (Uy,Us, V') est liée,

1 1 =z
c’est-a-dire que le systéme homogéne ayant pour matrice | —2 2 1y | posséde une solution non triviale.
1 3 =z

En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice, on ne change pas l’ensemble
des solutions du systéme.
On se raméne au systeme triangulaire de matrice

1 x
4 Y+ 2z
0 —dx—y+22

O O =

Ainsi,
(z,y,2) € Vect (uj,u2) <= —4drx—y+22=0
Remarque 1. On peut vérifier (cela ne coite rien) que les coordonnées de ui, da savoir (1,—2,1),

satisfont I’équation précédente. Idem pour us.
Remarque 2. Avec loutil « déterminant » (patienter jusqu’en mai), on a directement l’équivalence :

v € Vect (u1,uz) <= detg,, (u1,u2,v) =0

1
<— det |2
1

W N =

T
y| =0
z

Exercice 28. Sous-espace vectoriel strict inclus dans un hyperplan. Soient & un K-espace vectoriel
de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que dim F' < dim F, si et seulement si, F' est inclus dans un hyperplan de E.

Correction.

. Notons p = dim(F') et n = dim(F) € N* et supposons p < n.

Considérons (e1,...,ep) une base de F' et complétons-la en une base (e1,...,e,) de E. Le sous-
espace vectoriel H = Vect (e1,...,en,—1) est alors un hyperplan de E, et il contient F' puisque
p<n-—1.

. Réciproquement, s’il existe un hyperplan H de E contenant F', alors dim F' < dim H = dim £ —
1 <dimFE.
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e Conclusion : en dimension finie, F C E =— F C H C E avec H hyperplan.

Exercice 29. Intersection avec un hyperplan. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F
un sous-espace vectoriel de E et H un hyperplan de E.
Montrer que dim(F N H) > dim F — 1. Dans quel cas a-t-on égalité ?

Correction. Notons n = dim E. La formule de Grassmann assure que :

dim(F N H) = dim F + dim H — dim(F + H)
=dimF +n—1—dim(F+ H)
dim(FNH) = (dimF — 1)+ (n —dim(F + H)).

Puisque F + H est un ssev de E, on a dim(F + H) < n d’ou d’aprés 'égalité précédente :
dim(F N H) >dim F - 1],

e De plus, on a : dm(FNH)=dmF —1 <= dim(F+ H) =n=dim(E) <= F+ H =FE (car
F + H est un ssev de E) donc’dim(FﬁH) =dimF —1 <:>F—|-H:E‘.

o Alternative. Puisque FNH C F, on o : dim(F N H) < dim(F'), donc
dimF —1<dim(FNH)<dimF,

d’ot dim(F N H) vaut dim F' — 1 ou dim F.
Or,dm(FNH)=dmF <= FNH=F<+= FCH.
Donc |dim(FNH) =dimF — 1 <= F ¢ H|

e On retiendra qu’en intersectant avec un hyperplan, on perd au plus une dimension.

Exercice 30. Intersection de plusieurs hyperplans. Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie n € N*, et r € [1,n]. Montrer que :

1. lintersection de v hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins n — r.
Indication : on pourra par ezemple utiliser le rang dew : E — K" L OUPLy ey Pr
z = (pi(@),. .. 0r(z))
sont des formes linéaires non nulles.

2. tout sous-espace vectoriel de dimension n — r est l'intersection de r hyperplans de E.

Correction.

1. Méthode 1. Soient Hy,...,H, des hyperplans de E. Pour tout i € [1,7], notons @; une forme
linéaire non nulle dont H; est le noyau.
L’application v : E — K" est linéaire, de noyau Hy N --- N H, et E est de

z = (pi(x),. . pr(z))
dimension finie, donc d’aprés le théoréme du rang appliqué a u, on a :

dim(HyN---NH,) =dim(F) — rg(u)
>n—r car rg(u) <r
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(le rang d’une application linéaire est toujours inférieur a la dimension de ’espace d’arrivée).

Méthode 2. Par récurrence finie sur r € [1,n]. Pour Uhérédité : soit r € [1,n — 1] tel que
dim(H; N---NH,) >n—r. Alors, puisque H,11 est un hyperplan, et d’aprés l’exercice précédent,
on a .

dim((H1ﬂ~-ﬂHr)ﬂHr+1)2dim<ﬂHi>12nr1:n(r+1).
i=1

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension n — r.
Grace au TBI, on peut considérer une base B = (e1,...,e,) de E dont les n—r derniers vecteurs
forment une base de F' (i.e. F' = Vect (€r41,...,6€n)).

n
Pour tout x = Z zie; € E, ona
i=1

reEF<—x1=---=ux,=0.

En notant pour tout k € [1,7],

n
H;, = {Z:mez eEFE | x = 0}
i=1
= Vect (e1,...,€k_1,Ekt1,---,€n)

= Ker(@k):

avec oy l'unique application linéaire de L(E,K) telle que Vi € [1,n]\{k}, ¢r(ei) =0 et pr(ex) =1
(donc ¢y, non nulle), i.e. ¢ est Uapplication qui a x = Y 1 x;e; de E associe xy,.

Awvec l'une ou autre des définitions précédentes, on obtient que Hy, est donc un hyperplan de E et
on a :

zeF<=Vke[lr], ve Hy<=z€ () Hy,
k=1

.
d’ou|F = ﬂ Hy. est lVintersection de r hyperplans de E |.
k=1

Exercice 31. Intersection de deux hyperplans. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie
n > 2 et Hy et Hy deux hyperplans distincts de E. Calculer la dimension de H1 N Hs.

Correction. D’une part, d’aprés un des deux exercices précédents, dim(H; N Hy) > n — 2.
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Méthode 1. Pour i € {1,2}, considérons ¢; une forme linéaire non nulle telle que H; = Kery;, et
v: E — K2 . On aKeryp = HHNHs etrgy < 2. D’apres le théoréeme du rang appliqué

= (p1(z),p2(2))
a1, on adim(HyNHy) =dimFE —rgy >n—2.
Méthode 2. D’aprés la formule de Grassmann

dim(H; N Hy) = dim(H;) + dim(Hs) — dim(H; + Ha)
>2(n—1)—dim(F)
>n—2.

D’autre part, puisque Hy # Ha, on a Hy N Hy C Hy donc dim(H, N He) < dim(H;) =n — 1.
On en déduit que ’dim(Hl NHy)=n—2 ‘

Exercice 32. Forme linéaire sur .#,(C). Soit¢: #,(C) — #,(C)* ou ¢a: M,(C) — C .
A = oA M = Tr(AM)

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. Soit H un hyperplan de #,(C).
Montrer qu’il existe A € M, (C) tel que H={M € E | Tr(AM) = 0}.

Correction.

1. e ¢ est linéaire car la trace [’est.

o dim(4,(C)*) = dim(.4,(C)) = n? < oo donc d’apres le cours, ¢ injective < ¢ bijective < ¢
surjective.

o Montrons que ¢ est injective, i.e. Ker(¢) = {0}.
Soit A € Kerg. Alors ¢4 =0 donc VM € 4, (C), Tr(AM) = 0.
En particulier, ¥(i, j) € [1,n]?, Tr(AE;;)=0.
Rappelons que AE; ; correspond d une matrice n X n ne contenant que la i-éme colonne de A
d la j-éme colonne (cf dessin matriciel). Donc Tr(AE; ;) = aj; = 0, cela étant valable pour
tout (i,7), on en déduit que A = 0.

n . .
ap.i Siq=
Preuve par le calcul. (AE; j)pq =Y api(Eij)kg = api(Eij)iq = { Op:;iTLOTCL] J
k=1 ’

Donc :
— la j-éme colonne de AFE; ; est la i-éme colonne de A ;

— les autres sont nulles.
- (AE,‘J)J‘J = ajﬂ' et Vk‘ 7& j, (AEi,j)ch = 0, dOTLC TI"(AEZ'J‘) = aj,i.

o Ainsi,

¢ est un isomorphisme‘.

2. 1l s’agit de trouver A € M, (C) tel que H = Kergy.
H est un hyperplan donc il s’écrit comme le noyau d’une forme linéaire (non nulle) ¢ sur #,(C).
¢ est un isomorphisme, donc en particulier une application surjective et ¢ € M,(C)*, donc il
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existe A € E tel que o = ¢ 4.
D’ou H = Keroa, ce qui conclut.
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