PCSI 2 Chapitre 24 - Espaces préhilbertiens réels (Correction) Année 2024-2025

Exemple 2.44. Soient v = (1,2,1), e; = (1,0, —1), e2 = (1,—1,0) et F = Vect (e1,¢€2).
Déterminer d(z, F).

lére méthode : avec une BON. o d(z,F) = ||z — pr(z)||. Munissons R® de son produit scalaire
canonique.

o Déterminons une BON de F. La famille (e1,e2) est libre (vecteurs non colinéaires) donc c’est
une base de F'e Orthonormalisons-la !
Posons fi = ——. Or, lei]| = V2 donc f1 = \%(1,0,—1).

llel] . ! !
Posons go = ea — (ea|f1)f1. Comme (ea|f1)f1 = §(€2|61)61 =g, 0na gy =ez—ger =
1 1 3 92 2/1 1 1
5,—1,5) et = /5. Posons alors fo = =./%2(5,—-1,5) = —=(1,-2,1).
(-1 et lloall = /3 o=t = 3G -9 = 0. -21)

o Déterminons pr(x).
(f1, f2) est une BON de F avec f; = %(1,0,—1) et fo =

1
7 vl
pr(x) = (@[ f1)f1 + (z]f2) fo-
or, (z|e1) =0 donc (x| f1) =0 et (z|f2)f2 = ?—%fz =—1(1,-2,1

)
pF(x):(_iaga_i) pUZS x_pF(m):(§7§7§):§(17171)

1,—2,1) donc :

o Conclusion : ||z — pp(x)|| = %H(l, LD = % x V3= \/ig. Finalement : |d(z, F) = = |.

B

2éme méthode : en utilisant I’appartenance 4 F et F- et en résolvant un systéme.
D’une part, pp(x) € F = Vect (e1,e2) donc il existe (a,b) € R? tel que pp(x) = ae; + bey =
(a+0b,—b,—a). Alorsx —pp(x) =(1—a—0,24+0b,1+a).
D’autre part, x — pr(x) € F+ donc (v — pr(x),e1) = 0 et (x — pr(z),e2) = 0. Ainsi, a et b sont
2a+b=0 a=1/3
a+2b=—1 {b:—2/3.
Donc z — pp(z) = 3(1,1,1). Finalement,

solutions du systéme : {

(e, F) = llo —pr(@) = 5 11, 1,1)] = 53 = % |

3éme méthode : en calculant .
Déterminons F-. Soit z = (21,22,23). Ona:z € F+ & (2,e1) = (z,e2) =0 & 21 = 29 = 23, donc
F+ = Vect ((1,1,1)).
En notant u = \/ig(l, 1,1), (u) est une BON de F*+, donc pp.(z) = (z,u)u = 3(1,1,1) et

4

da,F) = llo = pr(a)]| = Ipps (2)] = 5 101D = 3V = =]
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